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FOREWORD 


随 着 我 国 经 济 .社会 的 发 展 ,为 了 适应 应 用 型 高 等 数学 教育 的 教学 改革 和 教材 建设 的 
需求 ,我 们 组 织 了 一 批 有 丰富 教学 经 验 的 教师 编写 了 本 书 。 本 书 以 应 用 、 实 用 和 适用 为 基 
本 原则 ,淡化 理论 并 突出 实践 。 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,我 们 结合 应 用 型 本 科 和 高 职高 专 的 
特点 ,对 比较 烦琐 的 定理 .公式 的 推导 和 证 明 尽 可 能 只 给 出 结果 或 简单 直观 地 给 出 几何 说 
明 ; 对 例题 的 选择 则 由 浅 人 深 , 讲 述 尽 可 能 深入 浅 出 ,力求 具有 一 定 的 启发 性 和 应 用 性。 

数学 是 研究 客观 世界 数量 关系 和 空间 形式 的 一 门 科学 ,大 学 数学 是 应 用 型 本 科 和 高 
职高 专 学 生 的 一 门 必修 课 , 不 仅 对 发 展 学 生 迎 辑 思维 能 力 和 空间 想象 能 力 有 不 可 替代 的 
作用 ,而 且 在 其 他 领域 与 学 科 中 也 发 挥 着 十 分 重要 的 作用 。 大 学 数学 是 一 门 非常 重要 的 
基础 课 ,不 但 内 容 丰 富 、 理 论 严 并 ,而且 应 用 广泛 、 影 响 深 远 ,为 学 习 后 继 课 程 和 进一步 扩 
大 知识 面 英 定 必要 的 基础 ,帮助 学 生 培养 综合 利用 所 学 知识 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 
增强 学 生 的 自主 学 习 能 力 和 创新 能 力 。 所 以 编写 一 本 适合 的 应 用 型 大 学 数学 教材 是 一 项 
十 分 有 意义 的 工作 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,我们 参考 了 大 量 的 同类 图 书 ,特别 是 参考 了 一 些 典 型 例题 和 习 
题 , 它 们 是 各 位 老师 教学 经 验 的 积累 ,对 本 书 中 例题 和 习题 的 编写 起 到 了 很 大 的 帮助 作 
用 ,特此 说 明 并 致谢 。 本 书 中 有 的 章节 有 加 “x* ”的 内 容 ,属于 附加 内 容 , 供 有 此 需求 的 专 
业 选 用 。 

本 书 由 闽南 理工 学 院 陈 特 清 、 雇 晓 花 、 曾 健 民主 编 。 在 编写 过 程 中 ,编者 得 到 了 闽南 
理工 学 院 领导 的 具体 指导 ,以 及 很 多 教师 的 支持 和 具体 协助 ,在 此 一 并 表示 衷心 的 感谢 ! 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 足 之 处 , 敬 请 有 关 专 家 、 学 者 及 使 用 本 书 的 师 生 批 
评 指正 ,以 帮助 我 们 不 断 改进 。 


编 者 
2019 年 6 月 
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行 列 式 


行列 式 是 研究 线性 代数 的 一 个 重要 工具 ,在 线性 方程 组 \ 矩 阵 中 都 需要 用 到 行列 式 。 
本 章 从 二 阶 , 三 阶 行列 式 出 发 ,引出 阶 行列 式 的 概念 ,进而 讨论 阶 行列 式 的 基本 性 质 
及 其 计算 方法 ,最 后 介绍 用 阶 行列 式 解 n 元 线性 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 。 


1.1 全 排列 及 其 逆序 数 


引 例 ”用 1,2,3,4 四 个 数字 可 以 组 成 多 少 个 没有 重复 数字 的 四 位 数 ? 
解 用 1,2,3,4 四 个 数字 可 以 组 成 的 四 位 数 有 
1234, 1342, 1423, 1432, 1324, 1243; 2134, 2341, 2413, 2431, 2314, 2143 
3124, 3241, 3412, 3421, 3214, 3142; 4123, 4231, 4312, 4321, 4213, 4132 
由 此 可 知 ,自然 数 1,2,3,4 构成 的 不 同 排列 有 4! 二 4X3X2X1 二 24 种 。 自 然 数 1,2,3， 


4 叫 作 元 素 。 
定义 1-1-1 由 n 个 自然 数 1,2,…,n 组 成 的 一 个 有 序数 组 , 称 为 一 个 n 级 排列 (或 称 
全 排列 ,简称 排列 ) 。 


例如 ,排列 1234 和 3124 都 是 四 级 排列 。 排 列 12345 和 53124 都 是 五 级 排列 。 

由 1,2,…,n 组 成 的 n 级 排列 共有 n! 个 。 可 以 给 这 些 nn 级 排列 规定 一 个 次 序 , 并 称 
此 规定 的 次 序 为 标准 次 序 。 例 如 ,对 于 1,2,….n 这 nn 个 自然 数 ,可 规定 由 小 到 大 的 次 序 
为 标准 次 序 ( 通 常 也 称 为 自然 序 排列 ); 其 他 排列 的 元 素 之 间 的 次 序 未 必 是 标准 次 序 。 

定义 1-1-2 在 一 个 级 排列 鹿 i2e…i.…i,…i, 中 ,如 果 有 一 个 较 大 的 数 排 在 一 个 较 小 
的 数 之 前 , 即 车 i>i WER ii 这 两 个 数 构成 一 个 逆序 。 一 个 级 排列 中 道 序 的 总 数 ， 
称 为 这 个 n 级 排列 的 逆序 数 , 记 作 rC izin) ER To 

例如 , 排列 2431 中 ,21,43,41,31 是 道 序 ,共有 4 个 逆序 , 故 排列 2431 的 逆序 数 
r(2431) 一 4。 

根据 定义 1-1-2, 可 按 如 下 方法 计算 排列 的 逆序 数 : 

设 在 一 个 nn 级 排列 记 io…i 中 , 比 i,(1 二 1,2,…,n) 大 的 且 排 在 i, 前 面 的 数 共 有 4; 个 ， 
I| ;, 的 逆序 的 个 数 为 4;, 而 该 排列 中 所 有 数 的 逆序 的 个 数 之 和 就 是 这 个 排列 的 逆序 数 , 即 
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thii) =h He oe da, = 2 i 


例 1-1-1 计算 排列 45321 的 逆序 数 。 

解 因为 4 排 在 首位 , 故 其 逆序 数 为 0; 

H 5 大 且 排 在 5 前 面 的 数 有 0 个 , 故 其 逆序 数 为 0; 

Ik 3 大 且 排 在 3 前 面 的 数 有 2 个 , 故 其 逆序 数 为 2; 

比 2 大 且 排 在 2 前 面 的 数 有 3 个 , 故 其 逆序 数 为 3; 

比 1 大 且 排 在 1 前 面 的 数 有 4 个 , 故 其 逆序 数 为 4。 

可 见 ,所 求 排列 的 逆序 数 为 

r(45321) 二 0 十 0 十 2 十 3 十 4 二 9 

定义 1-1-3 ”逆序 数 是 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 ,逆序 数 是 偶数 的 排列 称 为 偶 排列 。 

例如 ,已 求 得 2431 的 逆序 数 为 4, 故 排列 2431 是 偶 排 列 ; 排列 45321 的 逆序 数 为 9， 
故 排列 45321 为 奇 排列 ; 标准 排列 12…n 的 逆序 数 是 0, 因 此 标准 排列 12…n 是 偶 排列 。 

例 1-1-2 求 n 级 排列 n(n 一 1)… 21 的 逆序 数 。 


解 rzr[z(z 一 1) … 21] 王 0 十 1 十 2 十 … 十 (一 2) 十 (一 1) Sun 1) 


习题 1-1 

1. 按 自然 数 从 小 到 大 为 标准 次 序 , 求 下 列 各 排列 的 逆序 数 。 

(1) 1234 (2) 4123 

(8) 13.-.(2n—1)24=-2n (4) 13-..(2n—1)(2n)(2n—2)=+**2 
2. 确定 以 下 9 级 排列 的 逆序 数 ,从 而 确定 它们 的 奇偶 性 。 

(1) 134782695 (2) 217986354 


(3) 987654321 
1.2 二 阶 与 三 阶 行列 式 


1.2.1 用 二 阶 行列 式 解 二 元 一 次 方程 组 
二 阶 三 阶 行列 式 是 在 研究 二 元 三 元 线性 方程 组 的 解 时 引出 的 一 种 数学 符号 。 
对 二 元 线性 方程 组 


anay Harz: = b 


(2 


azlzl 十 azzzaz = b; 
采用 加 减 消 元 法 ,消去 z ,得 
(anaz — aran )rı = biaz 一 0aal2 
消去 zi ,得 


(anax —axwan)z; = bsan — bian 
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因此 , 当 anar —araa #0 时 ,方程 组 (1-2-1) 有 了 唯一 解 : 


biaz — boais > i bza — bian (1-2-25 


quas — Q12021 A1422 — 012021 


式 (1-2-2) 中 的 分 子 、 分 母 都 是 4 个 数 分 两 对 相 乘 再 相 减 而 得 。 其 中 ,分 母 anay 一 
aaa 是 由 方程 组 (1-2-1) 的 4 个 系数 确定 的 。 
为 了 便于 记忆 这 个 表达 式 ,引入 下 面 的 记号 。 


a a £ 
定义 1-2-1 记号 | ” “| 称 为 二 阶 行列 式 , 它 表 示 代数 和 ana — awan , 即 
Qa qa 
an ax 
= ana 一 Q12Q21 (1-2-3) 
qa q 


其 中 , 横 的 称 为 行 , 竖 的 称 为 列 。 数 aj (i 二 1,2; j 二 1,2) 称 为 二 阶 行列 式 的 元 素 或 元 。 元 
K a5 的 第 一 个 下 标 i 称 为 行 标 , 表 明 该 元 素 位 于 第 i 行 ; 第 二 个 下 标 j 称 为 列 标 ,表明 该 
元 素 位 于 第 j 列 。 位 于 第 i 行 第 j 列 的 元 素 称 为 二 阶 行列 式 的 (i, 丫 元 。 

从 左上 角 到 右 下 角 的 连 线 称 为 主 对 角 线 ,从 右上 角 到 左下 角 的 连 线 称 为 副 对 角 线 , 因 
此 ,对 二 阶 行列 式 的 定义 ,可 用 对 角 线 法 则 来 记忆 。 

二 阶 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 的 两 个 元 素 之 积 减 去 副 对 角 线 上 的 两 个 元 素 之 积 。 

利用 二 阶 行列 式 的 概念 , 式 (1-2-2) 中 zi ,zs 的 分 子 也 可 以 写成 二 阶 行列 式 , 即 


b, a an b 
biaz — bza = " bzan — bian = È 
2 a22 az 2 
ân Ai b, ar an b 
若 记 D= ，D,= ， D, = 
a aa aQ i b, ax - an b: 
Tj. p= | “| 产 0 时 ,方程 组 (1-2-1) 的 唯一 解 可 表示 为 
2 G 
bi a an b 
m D. b, ax 区 D: an b 
š D an ar š D an ax 
qa qo Qa qo 
其 中 ,D 一 | P ,其 元 素 恰 是 各 未 知 数 的 系数 , 称 为 系数 行列 式 T D,D: 恰 是 用 等 
an ae 
号 右 端的 常数 项 b ,bs 分 别 替 换 系 数 行列 式 D 中 的 第 一 .第 二 列 所 得 到 的 二 阶 行列 式 。 
8 =l 
例 1-2-1 求 二 阶 行列 式 5.8 的 值 。 
| 
=5X2—(—1)X3=13 
s Ë saco 


3z, 一 2zz 一 12 
例 1-2-2 wana i 
2zi+x;=1 


# 由 于 
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w 
š8 一 次 
D 3 一 (一 4) 一 7 
2 j 
12 —2 
D. 12 一 (一 2) = 14 
i 1 
3 12 
D, = =3—24=—21 
H 
)1 D 14 D. —21 
因此 Xl D 7 2r %4 D 7 3 


12.2 吉隆 行 列 式 


类 似 地 ,为 了 讨论 三 元 线性 方程 组 
=: + axa; Hanz; = b, 


anzai Hazar: + asas = bs 


asi Hasr: Hasr; = bs 
的 解 , 也 可 以 由 相应 的 三 阶 行列 式 简化 表示 。 
an ar as 


定义 1-2-2 je an ax an | 称 为 三 阶 行列 式 , 它 表示 以 下 代数 和 : 


a31 Q3 qas 


| | 
QilQ22433 T Ql12423Q31 下 Q13Q21432 — Q11Q23Q32 — Q12Q210Q33 一 Q13Q22Q31 


即 


Qa a Qo. | = anazaa 十 alza2sQsl 十 alsQ2lQasz 一 411423432 — 412421033 


an ax as 


(1-2-4) 


Q13Q22Q3l 


(1-2-5) 


当 三 元 线性 方程 组 (1-2-4) 的 系数 行列 式 D= |an ax az | 天 0 时 ,方程 组 有 唯一 


a31 Q3 Q33 
解 , 且 其 解 可 以 用 三 阶 行列 式 表 示 为 


D. p D; x: D; 
Tı p ” D = D 


C=2-6) 


其 中 ,分 子 D, ,D; ,Ds 是 分 别 用 方程 组 (1-2-4) 右 端的 常数 项 5 sb sbs 分 别 蔡 换 系数 行列 


A DD 中 的 第 一 、 第 二 和 第 三 列 所 得 到 的 三 阶 行列 式 。 


2 —1 3 
例 1-2-3 求 三 阶 行列 式 D=|1 4 1| 的 值 。 
7 一 6 5 


解 ” 按 对 角 线 法 则 ,有 
D 一 2X4X5 十 (一 D) X1X7+1X —6) X3—3X4X7 


人 了 
一 40 一 7 一 18 一 84 十 5 十 12 =— 52 
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V 
1 2 一 4 
例 1-2-4 求 三 阶 行 列 式 D= | 一 3 4 2 | 的 值 。 
— 2 1 


解 ” 按 对 角 线 法 则 ,有 
D=1X4X1+2X (—2) X (—2)+ (—4) X —3) X2— (—4) X4X (一 2) 
C 2yyx2x1=2xX0 35 1= 1 
zi 十 zz 一 2z3s 一 一 3 
fJ 1-2-5 解 三 元 线性 方程 组 15zi 一 2zz 十 7zs 一 22。 
2zi 一 5zs 十 4z3 一 4 


解 由 于 
1 Ls 
D 5 2 T 8 +14 +50—8— 20 +35 = 63 Z 0 
2 =$ 4 
故 方程 组 有 唯一 解 。 
又 由 于 
=3 1 =g 
D, 22 2 7 24 + 28 + 220 — 16 — 88 — 105 = 63 
4 一 5 4 
M —8 
D = |5 22 7 88 — 42 — 40 + 88 + 60 — 28 = 126 
2 4 4 
1 1 =—8 
D; 5 2 22 (一 8) +44 +75— 12—20 + 110 = 189 
B = 4 
因此 , 方程 组 的 解 为 
wi > 1, x m 2, “xs D 3 
E4 31 
例 1-2-6 解 方程 2 3 x|=0. 
4 @ a 


解 “方程 左 端的 三 阶 行列 式 
D = 32 +4z=+ 18—12— 2z° —9z = x? — 5x +6 
由 D=x’ 一 5x 十 6 二 0, 解 得 x 二 2 或 x 二 3。 


习题 1-2 
1. 计算 下 列 行列 式 的 值 。 

|: "| P o| b Ë“ 
a) 2) (3) 

3 2 0 3 
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L 


Xl 十 Xs 二 3 
2. 求解 二 元 线性 广 和 组 | 
ZX1—x2s=1 


3. 利用 对 角 线 法 则 计算 下 列 三 阶 行列 式 。 


1 2 — 2 = 者 0 

Qy | 一 2 2 1 (2) |1 $ =a 

=g g 2 4 =] 6 
abc 1 La 
CS% 5 ç ë (4) ja b c 
ca b Q # 


1.3 n 阶 行列 式 的 定义 


观察 三 阶 行列 式 


an qa qas 
am ase an| = anasas + axzasasa + asanas — 41423432 一 A12421433 一 Q13Q22Q31 
a31 Q32 qas 

可 以 发 现 以 下 规律 。 


(1) 它 的 每 一 项 都 是 不 同行 不 同 列 的 三 个 元 素 的 乘积 ,每 一 项 除 符号 外 可 以 写成 
aij, Gsj, Qajs yJ1J273 为 三 级 排列 ， 

(2) "4 jujj, 取 遍 了 三 级 排列 ( 共 6 个 ) 时 ,就 得 到 三 阶 行列 式 的 所 有 项 (每 项 冠 以 的 
符号 除外 ) , 共 3!=6 个 项 ; 

(3) 每 一 项 的 符号 是 : 当 这 一 项 中 元 素 的 行 标 按 自 然 顺 序 排列 时 ,如 果 对 应 的 列 标 
构成 的 排列 为 偶 排列 , 则 冠 以 “十 ”号 ; 如 果 对 应 的 列 标 构 成 的 排列 为 奇 排 列 , 则 冠 以 
kas 

综 上 所 述 ,作为 三 阶 行列 式 的 展开 式 中 的 一 般 项 可 以 表示 为 

= 1) ay; azi, G3j, 


因而 , 三 阶 行列 式 可 简写 作 


an ax as 
an an an|= > (— Dai) a), as, as, 
32233 
a31 Q32 qas 
其 中 ，>y 表示 对 所 有 的 三 级 排列 j1jzjs 求 和 。 


hija 


根据 三 阶 行列 式 的 内 在 规律 ,下 面 给 出 a 阶 行列 式 的 定义 。 


定义 1-3-1 将 由 x PIR az (i,j 二 1,2,…,n) 排 成 n 行 n 列 构成 的 记号 
an dl * an 
azn ae Azn 
aa a, Ann 
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称 为 n 阶 行列 式 。 
它 表示 一 个 数值 ,此 数值 是 所 有 取 自 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 乘积 的 代数 和 。 各 项 
的 符号 是 : 当 这 一 项 中 元 素 的 行 标 按 自 然 顺 序 排列 后 ,如 果 对 应 的 列 标 构成 的 级 排 
列 是 偶 排 列 , 则 冠 以 正 号 ; 如 果 对 应 的 列 标 构成 的 级 排列 为 奇 排列 , 则 冠 以 负 号 。 其 
一 般 项 为 
(= 1i ai ar" ai 
% jajaj, 取 记 所 有 的 级 排列 时 ,得 到 的 代数 和 中 的 所 有 项 ,共有 zl 个 , 即 


an ax Ain 


D= an ax œ“ "i — S t= Di aj, as, “anj, 
Qa An * Am I 
Hp, D) 表示 对 列 标 构 成 的 所 有 的 级 排列 六 j。…j, RAL 


n 阶 行列 式 定 义 具 有 以 下 3 个 特点 。 

(1) 每 项 必须 是 取 自 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 的 乘积 ; 

(2) 由 于 级 排列 的 总 数 是 n! 个 ,所 以 展开 式 共 有 n! 项 ; 

(3) 每 项 前 的 符号 取决 于 n 个 元 素 的 列 下 标 所 组 成 的 排列 的 奇偶 性 。 

按 此 定义 的 二 阶 , 三 阶 行列 式 ,与 前 面 用 对 角 线 法 则 定义 的 二 阶 , 三 阶 行列 式 显然 是 
一 致 的 。 要 注意 的 是 , 当 n=l 时 ,一 阶 行列 式 |a| 二 a, 不 要 与 绝对 值 记 号 混淆 。 

例 1-3-1 证 明 (行列 式 中 副 对 角 线 外 的 元 素 全 为 0): 


Ain 
uk =f D A an 
am 
证 明 根据 阶 行列 式 的 定义 易 得 
Ain 


G2,x—1 na) 


Anaru aa 一 《一 1) T anazaa 


= (— 1) 21] 


a, 

证 毕 。 

例 1-3-1 中 的 行列 式 , 其 副 对 角 线 外 的 元 素 全 为 0, 此 类 行列 式 可 以 直接 求 出 结果 ， 
例如 : 


0 
0 
; = (—1)'%32D X 1 X 2 X 3X4 = 24 


+ O ° ° 
ono 
° ° = 


00o 
类 似 地 , 主 对 角 线 外 的 元 素 全 为 0 的 行列 式 称 为 对 角 行 列 式 。 显 然 , 对 角 行 列 式 的 值 
等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 , 即 
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要 
an 
az 
= (— 1y12 — oD] a = me 
= (—1) Aana" Anm = anaxz**a,, 
Ann 
an ac Ain 
az Azn 


0 
例 1-3-2 计算 上 三 角形 行列 式 


0 0 ... i 
E HRAS a,j azj,…aw,， 现 考虑 不 为 零 的 项 。 
ayn RAB n TARA am 闫 0, 故 只 能 取 j, =n; anii 取 自 第 n 一 1 行 ,只 有 
anim- É0 sann A0 MF am WAH n 列 , 故 ani a PERAH n IVA aniya A 
能 取 自 第 n—1 列 , 即 jai 5n, 
同 理 可 得 ,7-: 王 2 一 2,… ,7 一 2, 思 一 1。 
所 以 不 为 零 的 项 只 有 


(12.0) 至 
=p P anaram = QllQ22 ann 


an a Qin 
0 an * amn 
所 以 : : 。 | 一 ana" An 


Ó O < Qn, 
主 对 角 线 下 (上 ) 方 的 元 素 全 为 0 的 行列 式 称 为 上 (下 ) 三 角形 行列 式 , 它 的 值 与 对 角 
行列 式 的 值 一 样 , 也 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 , 即 


an ax Ain an 
D = “aa E Fa = bs Kç ~ = QllQ22…Qm 
Ann Qa a ° Am 
在 行列 式 的 定义 中 ,为 了 决定 每 一 项 的 正 负 号 ,可 以 把 行 标 按 自 然 顺 序 排列 ,考虑 对 
应 的 列 标 构 成 的 级 排列 的 奇偶 性 。 事 实 上 ,也 可 以 把 列 标 按 自 然 顺序 排列 , 考虑 对 应 


的 行 标 构 成 的 n 级 排列 的 奇偶 性 。 由 此 ,可 以 给 出 阶 行列 式 的 男 一 种 表示 法 。 
定理 1-3-1 n BITIRA 


an am an 
aa az s as D eph as ia 
其 中 ， 表示 对 行 标 构成 的 所 有 的 级 排列 刘 i0…i, RA 


例 1-3-3 在 四 阶 行列 式 中 ,azaaszawass 应 带 什 么 符号 ? 
解 解法 一 : 把 azaszauass 的 行 标 按 自然 排列 排 , 则 azı a32a14 a43 二 auazaszass， 而 列 
标 4123 的 逆序 数 为 (4123) 二 0 十 1 十 1 十 1 二 3,azaszauass 前 面 的 符号 为 (一 1)"*3 一 
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(一 1 二 一 1, 所 以 aziaszauass 的 前 面 应 带 负 号 。 

解法 二 : 把 an azz au aq 的 列 标 按 自然 排列 , 则 azı asz a ass = an asz ass ax ,而 行 标 
2341 的 逆序 数 为 r(2341) 二 0 十 0 十 0 十 3 二 3,azaszauass 前 面 的 符号 为 (一 1)"*? 一 
(一 1 二 一 1, 所 以 aaaszauass 的 前 面 应 带 负 号 。 

例 1-3-4 写 出 四 阶 行列 式 中 含 auazs 的 项 。 


解 ” 含 auazz 的 项 有 : anazassat ,一 aazzaatais。 


习题 1-3 
确定 6 阶 行列 式 中 以 下 各 乘积 的 符号 。 
(1) assaslQizQ56Q14Q65 (2) azlalsQszQs55Q64Q46 


1.4 行列 式 的 性 质 


为 了 简化 行列 式 的 计算 ,需要 学 习 行列 式 的 一 些 基本 性 质 。 为 简便 起 见 , 我 们 略 去 了 
部 分 性 质 的 理论 证 明 。 

定义 1-4-1 将 行列 式 D 的 行 与 列 互 换 得 到 的 行列 式 , 称 为 D 的 转 置 行列 式 , 记 作 
DT , 即 


anu a Ain an qa am 
p= azn ae ge ,. ps ar az Anz 
Qa Am ° Qm Ain Qa ”dm 
性 质 1-4-1 行列 式 D 与 它 的 转 置 行列 式 D" 相等 , 即 D=D"。 
例如 : 
1 2 L 3 
| 2, D? | 2 
3 4 2 4 


性 质 1-4-2 ”交换 行列 式 中 两 行 ( 列 ) 的 位 置 ,行列 式 的 值 变 号 。 
以 ri 表示 行列 式 的 第 i 行 ,以 ci 表示 行列 式 的 第 i 列 , 交 换 i,j 两 行 ( 列 ) 记 作 re 


站 (cieeci)。 
1 2 " n s d 
全 ,p= | [Fee D 的 第 1 行 和 第 2 行 得 p = |， , np ==, 


或 D= 一 Di。 

推论 1-4-1 如果 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 相 同 , 则 行列 式 等 于 零 。 

证 明 把 行列 式 D 中 相同 的 两 行 互 换 , 其 结果 仍 是 D。 但 由 性 质 1-4-2 可 知 其 结果 
应 为 一 ,因而 有 了 = 一 D, 即 2D 二 0, 所 以 D=0。 证 毕 。 


y 2 | t 
=), =0, 
1 2 3 3 


例如 ， 
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-一 
性 质 1-4-3 ”用 数 乘 以 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) ,其 结果 等 于 用 数 & 乘 以 原 行列 式 , 即 
an aa % Amn an qe ° am 
kan kaz kai, | =k |an az Ain 
aa ae v Am aa Qn è * Am 


第 i 行 ( 列 ) 乘 以 &, 记 作 r; Xk Xk). 


mmn]; (|> sn p aa tt 
Ë N |: H 
一 一 10 = 5D = 5 
o $ 3 4 
推论 1-4-2 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 元 素 的 公 因 子 可 以 提 到 行列 式 外 面 。 
例如 ， 中 = 外 
3 4 8 4 
推论 1-4-3 ”如 果 行 列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 都 为 零 , 则 该 行列 式 为 零 。 
例如 ,| "|°: j "|o. 
0 g š 0 


推论 1-4-4 ”如 果 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 成 比例 , 则 该 行列 式 为 鹤 。 
证 明 ”因为 把 成 比例 的 两 行 ( 列 ) 元 素 中 的 一 行 ( 列 ) 的 公 因 子 提 到 行列 式 的 外 面 ,可 
使 这 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 ,由 性 质 1-4-2 的 推论 1-4-1 可 知 , 该 行列 式 必 为 零 。 证 毕 。 
in,D,= | “=l 2 
4 8 ji š 
性 质 1-4-4 “如果 行 列 式 D 中 某 一 行 ( 列 ) 的 每 个 元 素 都 可 以 写成 两 个 数 的 和 , 则 此 
行列 起 可 以 写成 两 个 行列 起 的 和 。 这 两 个 行列 起 分 别 以 这 两 个 数 为 所 在 行 ( 列 ) 对 应 位 置 
的 元 素 , 其 他 位 置 的 元 素 与 D 相同 , 即 


an aqu an an ar "e e an qan ARE. Mii 


=4 | =。 


aa 十 ba 十 Di 


an Üa ... ann Ga Qa "E QS åg Qa S Qa 
1 2 L h 2 

2+1 ||: | 1 à 
# n 阶 行列 式 每 个 元 素 都 可 表示 为 两 数 之 和 , 则 它 可 表示 为 2" 个 行列 式 的 和 。 


例如 ， 


x btg a y 


G W 


£ y 


° w 


+ 


a ty a b 
ceta dtw c d+w e | zd 

性 质 1-4-5 ”将 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 乘 以 数 后 ,加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 应 位 
置 的 元 素 上 ,行列 式 的 值 不 变 , 即 


É 


z diw 
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V 
aiu ac Ain an a Ain 
an qa ° Qin aa kaj; az 十 hai * an+ kan 
an qap ° ap aji ajz ` Ain 


A aa ia p s 二 
I k RAB j 行 ( 列 ) 后 加 到 第 i 行 ( 列 ) 上 , 记 作 r tHkr; OR catke). 

此 性 质 根据 性 质 1-4-3、 性 质 1-4-4 及 性 质 1-4-2 的 推论 1-4-1 不 难 证 明 。 

上 面 介 绍 的 行列 式 的 5 条 性 质 与 4 个 推论 在 行列 式 的 计算 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ， 
常用 于 简化 行列 式 的 计算 。 将 行列 式 转换 为 三 角形 行列 式 是 计算 行列 式 最 基本 的 方法 之 
一 。 把 行列 式 转换 为 上 三 角形 行列 式 的 步骤 如 下 

(1) 如 果 第 1 列 的 第 1 个 元 素 为 0, 则 先 将 第 1 行 与 其 他 行 交 换 使 得 第 1 列 第 1 个 元 
素 不 为 0( 最 好 是 1 或 一 1) ,然后 把 第 1 行 分 别 乘 以 适当 的 数 加 到 其 他 各 行 , 使 得 第 1 列 
除 第 1 个 元 素 外 其 余 元 素 全 为 0。 

(2) 用 同样 的 方法 处 理 除去 第 1 行 和 第 1 列 后 余下 的 低 一 阶 行列 式 , 如 此 继续 下 去 ， 
直至 使 它 转换 为 上 三 角形 行列 式 , 这 时 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 就 是 所 求 行列 式 的 值 。 


—ab ac ae 
例 1-4-1 计算 三 阶 行列 式 D=| bd 一 cd dej, 
bf H af 
=ab -ar ae =p É ë = 1 1 
解 bd cd de|=ad f b 一 e | =ad fbce » = 1|=4abcdef 
bf ef ef D 6 E ii ee 
ttai 2ta Sm 
例 1-4-2 计算 三 阶 行列 式 D= |1 十 a。 2 十 az | 
Fä, + Fay 
lta, 2ta, 3+a Ita 1 2 
解 |1+a 2+as 3+a | === ]|1i+a 1 2|=0 
Ga 一 cl 
lta; 2ta, 3 十 as lta; 1 2 
3 l 2 
例 1-4-3 计算 三 阶 行列 式 D= 290 106 196|. 
5 一 3 2 
3 1 2 9 1 2 
解 D = |29) 106 196|=|300—10 100 十 6 200—4 
5 — 2 5 一 3 2 
. 1 2 3 1 2 3 1 72 3 12 
= |300 100 200| +|—10 6 —4|=100 |3 1 2 +€(—2)|5 一 3 2| =0 
5-3 2 5-3 2 5 一 站 Z 5—32 
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s= 
283 2 1 
例 1-44 计算 四 阶 行列 式 D=| | 
21 7i 
= ú À 2 
=Q 42 =o 32 A 3 3 
gp pa 14 aro 0 4—5 3| asn | 0 1 95 
21 71| ntn 01 95 0 4 = 3 
23 21 02 —5 0 0 —5 0 
— 0 1 2 Ao i 2 A0 + 
awl oai D Slagel oi > s Qoa | ot 08 
na | 00 —41 一 17 oo S 3 00 53 
0 0 —23 —10 0 0 —23 —10 00 —32 
— Q O Š =j + Š 
nt | 0 1 9 Sjan] 0 1 9 引 
0 而 —L 7 00— 7 
0 0 —3 2 00 0 —19 
č =p = 2 
mias 计算 行列 式 D=| l 9 ?|。 
> =ù Ó 
2 š í O 
= 03 i = “Q g 
p piča | @ sË sl 2 nom |o -1-1 2 
=A Š —h 90 > J-i g 
; 3 LI © & dt 
i= o2 tei 0 ë 
Te o= a 2 awm Ui A 
o 6 => 4 o o —2 4 
© Ó — Š o w 地 = 
1XC 1 XC-2)X(—2) = 4 
a b b 
b a b 
*#]1-4-6 HIE n MTIR D, =| b b a = bj, 
£ Š p s a 


分 析 注意 到 此 行列 式 中 各 行 ( 列 ) 的 个 数 之 和 相等 , 故 可 把 第 2 列 至 第 nn 列 都 加 
到 第 1 列 上 去 ,然后 各 行 都 加 上 第 1 行 的 一 1 倍 。 


ut é 8 
nata a+ n—1D5 <a 6 
解 D, = ¿+G b 
ate i p 
st s 6 È 
a+ (n—1)b b 
H= 0 a=k 
— 0 0 
mn 
0 0 
= [a + (n— 1)b] (a —b)"—-' 
an Ain 0 
"B 1-4-7 g D= |“" a, o 
cu ch bn 
Cml tn Wa 
an ac ” an 
D, = P: k: aà . 
Am An Amn 


证 明 : D=D, D. 
证 明 


Ban 


, 记 


bn 
bza 


bmi 


bz 


bz 


bm 


= Pubz baa 


对 D, 作 运 算 ci 十 4cj ,把 D, 转换 为 下 三 角形 行列 式 , 设 为 


形 行列 式 : 


pu 
| 

ba Pma 

qu 
p= | 各 “= 


qa q, 


pu 


a aaa 
于 是 ,对 DD 的 前 行 作 运算 ri 十 Xr; ,再 对 后 m 列 作 运算 c + Ac; ,把 D 转换 为 下 三 角 


= 911922 *** qam 


Amm 
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bim 


bom 


bmm 


对 Di 作 运算 ri 十 47; ,把 Di 转换 为 下 三 角形 行列 式 , 设 为 
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LE 


故 D= pu pez Pun * quqa tq, , = Di Dx , MEtE , 
a b 


“ 例 1-4-8 计算 2n ITIN Don = ,其 中 未 写 出 的 元 素 为 零 。 
e d 


解 把 D;, 中 的 第 22 行 依次 与 第 2—1 行 直到 第 2 行 对 调 ( 作 20 —2 次 对 调 ), 再 把 
第 2n 列 依次 与 第 2 一 1 列 直到 第 2 列 对 调 ,得 


a b 0 ss. 0 
E 0 e.. 0 
ü Ó a b 
Dan = (— 15 
a b 
g d 
0 0 ë d 


根据 例 1-4-7 的 结果 ,有 
Don = D; Dz = (ad — be ) Dr 


以 此 作 递 推 公式 , 即 
D,,= (ad — be ) Dim (ad — bc)° Dreo nsa (ad — bc )"™ D, 
= (ad — bc)" 
习题 1-4 
1. 用 行列 式 的 性 质 计 算 下 列 行列 式 。 
1998 1999 2000 a bte 1 
(1) |2001 2002 2003 (2) b tä 1 
2004 2005 2006 £ att 1 
TN Ty Ty: s 
11 Tiye Xlys 
(3) | zayl 23: 33 (4) B ts 
,1 3. 9 
Ty Tye “355 4 0 0 
4 1 2 4 2 I 1 
èy 1 202 t s 1. 2 1 
10 5 2 O L 2 S 2 
Q W 1, i 5 0 6 2 
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V 
2. 计算 下 列 行列 式 。 
; 8 ü 1 ` bh. 
a ragg C2) f e 1 
Ü 1 5 6 F t: E ` 
1 3 4 t 11 
“3. 证 明 题 。 
a? ab b 
(1) |2a a+b 2b|=(a—b)° 
1 1 1 
aztby aytbz az+bz z 3 = 
(2) | ay 十 pz az 十 pr az 十 by aty z < 
aztbx azr+by ay+bz z * y 
at (a+1 2 (a+2)} (a+3)° 
t TD Wt Gt 
(3) =0 
A tD GF Cka 
# GFE a GPp+43DE 
1 t l 
Gy | | 
C E E 
cos2a cos’a sin'a 
(5) | cos28 cos:B sin:B|=0 
cos2y cos°y sin°y 


1.5 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 


虽然 行列 式 可 通过 转换 为 上 (下 ) 三 角形 行列 式 来 计算 ,但 在 一 般 情况 下 仍 是 很 麻烦 
的 ,因此 ,需要 另 找 方法 。 考 察 三 阶 行列 式 依 定义 的 展开 式 : 


an ae an |= anazzass 十 Ql2Q23Q31 十 QlsQ21Qaz 一 Q11 423432 一 412421033 一 Q13Q220Q31 


= araszass 一 411423432 + Q12423431 一 Q12Q21433 十 A13421432 一 Q13Q22Q3l1 


ai(azzass — a23a32) 一 Qiz(a2zl1Qas — assasi) 十 als(a2iaaz — A224031 ) 
和 实 上 ,三 阶 行列 式 可 以 表示 为 


an ar as 


Jin 
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是 原来 三 阶 


说 明 计算 三 阶 行列 式 可 以 转化 为 计算 3 个 二 阶 行列 式 ,其 中 Ea W 
行列 式 中 划 去 元 素 au 所 在 的 第 1 47.28 1 列 后 , 剩 下 的 元 素 按 原来 次 序 组 成 的 二 阶 行列 
式 。 同样 地 ,其 他 两 个 二 阶 行列 式 也 是 划 去 某 一 行 某 一 列 后 , 剩 下 的 元 素 按 原 来 次 序 组 成 
的 二 阶 行列 式 。 我 们 希望 能 将 这 一 结果 推广 至 阶 行列 式 , 即 通过 逐步 降 阶 的 方法 ,直至 
转换 为 对 三 阶 二 阶 行列 式 的 计算 。 为 此 , 先 给 出 定义 1-5-1。 

定义 1-5-1 在 阶 行列 式 中 , 划 去 元 素 a, 所 在 的 第 ; 行 .第 j 列 后 , 剩 下 的 元 素 按 原 
来 次 序 组 成 的 一 1 阶 行列 式 , 称 为 元 素 wy 的 余子 式 , 记 作 Mi ; 令 

A; = (一 DIM 


称 As HIER aj 的 代数 余子 式 。 
4 3 6 
例 1-5-1 设 D=|5 2 1|, 求 出 元 素 aa ,ass 的 余子 式 和 代数 余子 式 。 
vi ög 
f ”根据 定义 1-5-1 知 ,元 素 aa 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 
P s| 3 el 
Ma 12, A, = (一 1 各 一 一 12 
2 8 2 8 
元 素 as 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 
Ma | | 26, Az = CDY w 站 一 | ‘|= 
5 1 5 Í 5 1 


an ar as 
az Az 


例如 ,在 三 阶 行列 式 D= tB. 元 素 au 的 余子 式 Ma = 
a 


az aoo az 


a31 Q32 Q33 


Au 一 (一 DIM 一 Mi 


a a 

元 素 az 的 余子 式 Mi: = a: e | :而 Ar = (D+ Ma 一 一 Ms; 
Qal a33 

š a a 

元 素 os 的 余子 式 Ms 一 | ” “mas =u =Ma, 
a31 qas 

不 难看 出 , 式 (1-5-1) 可 表示 为 

an ar as 


= anMn 一 azMi 十 asMis = anAn +arA 十 asAis 


a2 az az 


Ga as qas 
此 式 说 明 ,一 个 三 阶 行列 式 等 于 它 的 第 1 行 的 各 元 素 与 自己 的 代数 余子 式 的 乘积 之 

和 ,这 称 为 三 阶 行列 式 按 第 一 行 展 开 。 类 似 可 以 证 明 : 一 个 三 阶 行列 式 也 等 于 它 的 第 2 

行 (或 第 3 行 ) 的 各 元 素 与 自己 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 。 一 般 来 说 ,有 如 下 展开 定理 。 
定理 1-5-1 n 阶 行列 式 D 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 分 别 与 其 对 应 的 代数 余子 

式 乘积 之 和 , 即 

D = anAa T—TasA; + +da,A;í, (= 1,2,,n) 
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或 D =ayAy +asjA; 十 … 十 awAw G = 1,2,-.,n) 

此 定理 称 为 行列 式 D 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 。 

利用 该 定理 可 以 把 高 阶 行列 式 转换 为 低 阶 行列 式 进行 计算 。 这 也 是 计算 行列 式 的 重 
要 方法 之 一 ,通常 称 为 降 阶 法 。 


£ j @ 4 
a t 2 @ 2 
B 1-5-2 计算 行列 式 D= 
10 S20 
oriz? 
解 ” 因 为 行列 式 D % 1 列 有 零 元 素 , 所 以 将 行列 式 D 按 第 1 列 展 开 , 得 
& L 2 á 
zag 2 L 2 
š % @ 2 
=4x(— 1 5 2 0|+1x(—1)”| 5 2 0 
10 5 2 0 
Ë W g h TE 
w Ú q 
D 2 六 
+10x(—1) 2 0 2|=4X34 十 44 十 10X (一 18) = 0 
小 移交 


在 实际 计算 中 ,为 了 减少 计算 量 ,可 以 先 利用 行列 式 的 性 质 将 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 转 
换 成 仅 含有 一 个 非 零 元 素 之 后 ,再 按 该 行 ( 列 ) 展 开 , 变 成 低 一 阶 的 行列 式 。 如 此 继续 下 
去 ,直到 转换 为 三 阶 或 二 阶 行列 式 。 


多 3. pd 
PR L £ —& à 

例 1-5-3 用 降 阶 法 计算 行列 式 D= yal 
—- 0 12 


解 了 的 第 4 行 已 含 一 个 零 元 素 , 利 用 行列 式 的 性 质 , 可 将 第 4 行 中 另外 两 个 非 零 元 
素 变 为 0, 然后 按 第 4 行 展 开 。 
2 i 2 


3 3 5 
3 é 5 
1 4 一 6 1| ata 1 4 —5 3 i 
p= (一 D X (一 Dll4 一 5 3 
2 ü 7 1| «+2a 六 9 5 
1 9 5 
一 1 0 1 2 —1 0 00 
3 —23 —10 
cz 一 9e | 一 2 一 功 
4 一 41 = =—19 
ca — 501 一 41 一 17 
1 0 0 
1 条 d 
ERN 1 i Z 
例 1-5-4 计算 行列 式 D= ù ô 


1 2 0 5 
解 因为 DD 中 第 2 行 的 数字 比较 简单 ,所 以 选择 DD 的 第 2 行 。 应 用 行列 式 性 质 , 然 
后 按 第 2 行 展开 。 
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š 
£ g ga t @ % g 
1 i 2 i w w ð 5 A 
一 一 1xC p|- 一 4 一 6 
8 =j =1 0| a Za | =i =å = 
g = à 
1 2 05 i g- 3 
h Aİ 1 
=21 4 二 2|1 
SR 
p = 2 二 
5 
一 2X1X (一 DiH | =2x c+1s = 38 
a 1 O O 
w -区 io 
例 1-5-5 计算 行列 式 D= ° 
w= l ü 
© w =p 2 
解 解法 一 : 直接 将 行列 式 按 第 一 列 展开 ,得 
a 1 0 0 
CAO D Ta E @ £ 0 O 
=axC— D™Ħ]|—-1 < 1|+C l) xC D| —1 e 
0 —1 £ l 
o ==4 Q o = 证 á 
Ç 6 — a 


= a(bcd + b+ d) + (cd + 1) = abcd +ab + ad + cd + 1 
解法 二 : D 的 第 1 列 已 含 两 个 零 元 素 ,利用 行列 式 的 性 质 , 可 将 第 1 列 中 两 个 非 零 元 
素 之 一 变 为 0, 然 后 按 第 1 列 展开 ,得 


Q 1 0 0 0 1 十 人 a 0 
L w p 1 ë 10 Ipa ë 9 
一 n+ = b 
LEE =C)DC D| —1 e 1 
0 — | ç W 0 = ç l 
M: 2 
p orë 0 0 —1 d 
1+ab d 
atda F EP. al+ab ad 
= 
=i itä 


0 =i 0 
= (1+ab)(1+cd)+ad = 1 +ab+ cd + ad + abcd 
“ 例 1-5-6 ”证 明 范 德 蒙 (Vandermonde) 行 列 式 : 


1 1 1 
Xl Tz Pa 
D; = | a 3 = a |= H (z ,— 2) ES 

š n>i>j>1 

a g 2 

其 中 ,记号 || 表示 全 体 同 类 因子 的 乘积 。 
证 明 用 数学 归纳 法 。 因 为 
| f 
D, nt Il Ws = 
£ s 2>>j>1 
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V 


K n=2 时 式 (1-5-2) 成 立 。 现 假设 式 (1-5-2) 对 于 n—1 阶 范 德 蒙 行列 式 成 立 , 要 证 
式 (1-5-2) 对 n 阶 范 德 蒙 行列 式 也 成 立 。 
对 D, 降 阶 : 从 第 行 开始 ,以 后 行 减 去 前 行 的 zx 们 ,有 


1 1 1 sss 1 
0 z — Zi mi — m 一 人 
m= | zz(zz — x1) zs (zs — xı) mat — zy) | ç 


0 (xz —ai) zF (as— zi) TA (z, — 21) 


按 第 一 列 展 开 , 并 把 每 列 的 公 因 子 (z; 一 xz ) (i 二 2,3,…,n) 提 出 ,得 到 


1 1 ... 1 
T2 3 =a d 
D, 《一 
qt ge << gF 


上 式 右 端的 行列 式 是 n 一 1 阶 范 德 蒙 行 列 式 。 由 归纳 假设 , 它 等 于 所 有 因子 (zi 一 zj) 
(0 二 之 ) 伍 2) 的 乘积 。 故 


D,.,= (xz; —z)(zy — ap) = t — a) T (zs 
n>i>j>2 
一 JH (me— ey) 
n>>j>1 


由 例 1-5-6 立即 得 出 , 范 德 蒙 行 列 式 为 零 的 充分 必要 条 件 是 zi ,zz，…'zw K n 4 3 
中 至 少 有 两 个 相等 。 另 外 ,可 用 例 1-5-6 的 结果 直接 计算 行列 式 ,例如 : 


C i 
2 3 “4 5 
z gz = 一 人 5 一 3)(5 一 2(4 一 3)(4 一 2)(3 一 2) = 12 
23 33 43 53 

定理 1-5-2 阶 行列 式 DD 的 某 一 行 ( 列 ) 中 的 元 素 与 男 外 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 代数 


余子 式 乘 积 之 和 等 于 0, 即 
aaAi HarAj Hee +H anA n = 0G A j) 
或 auAy +azAy+ +a,A,, = 0G = j) 
证 明 将 行列 式 D 的 第 j 行 的 元 素 换 为 第 i TGS) XD G (3 iT AH E Hy 
行列 式 Di , 则 Di 二 0。 


au qaa v an Qi que ° Qin 
qa az Ain qa ai Ain 

D = š D, =|: = 0 
aji ajz Ajn Qi ae Ain 


aa a, Ann An az "° Am 


再 将 D, 按 第 了 行 展 开 , 由 于 Di 的 第 j 行 各 元 素 的 代数 余子 式 仍 是 原 行列 式 D 的 第 7 fT 
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元 素 的 代数 余子 式 , 故 有 


L 


D, = aa An TasAp + +H anAn = 0G Z j) 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 按 列 展 开 的 情况 。 


证 毕 。 


综合 定理 1-5-1 JEM 1-5-2 的 结论 ,可 以 得 到 两 个 重要 的 公式 ， 


n D k=; 
2 = | 
j=1 0 ki 
n D k=j 
Xaa, | 
i=l 0 kj 


通过 前 面 的 学 习 , 对 于 行列 式 的 计算 方法 ,可 以 总 结 为 以 下 几 种 : 

(1) 对 二 阶 , 三 阶 行列 式 通常 应 用 对 角 线 法 直接 求 值 。 

(2) 对 于 高 阶 行列 式 可 以 利用 行列 式 的 性 质 , 将 其 转换 为 三 角形 行列 式 再 求 其 值 。 

(3) 利用 行列 式 的 展开 ,可 以 使 行列 式 的 阶 数 降低 ,从 而 简化 其 运算 过 程 ,特别 是 当 
行列 式 中 的 某 行 ( 列 ) 中 含有 较 多 个 零 元 素 时 常用 此 法 。 


习题 1.5 
1. 求 下 列 行列 式 的 值 。 
5 ë =k 
一 4 W - 
(Q 
= 3 4 
一 
2 — 3 5 
Q 0 6 
(3) 
Ó $ A’ 
0 2 0 ww 
k. 1 
2 1 =L 
(5) 
8 2 
= 4 
4 0 2 0 
2 2 2 2 
CTA 
0 I Ú: 
$ =T g 
° 4 ë 
. 0 4 
2. 解 方程 
*# 1 O 
t x. 1 


= = = t 


一 入 2 1 4 1 
4 & =i % 1 
(2) 
1 1 š 3 š 
= 5 0 é 2 
2 y sty 
(4) y tty r 
sty zx y 
IgA 
1 $S 5 @ 
(6) 
0 % | s € 
1 z gy 
=h, 


“3. 计算 下 列 行列 式 (D, H n 阶 行列 式 )。 


D @& me W 


p= $ 7 ， 
a a z 
a" ta- TF Cama)" 
a igp tanje! 
(2) Din = š 3 
a | a—n 
1 1 ss. 1 


1 2 3 == g 


i o g oag 
1.6 克 莱 姆 法 则 
下 面 讨论 如 何 利用 阶 行列 式 解 元 线性 方程 组 。 


含有 个 未 知 数 的 线性 方程 组 


QI TAT 


air, b, 


anti 十 azzzz 十 … 十 az = b; 


qaa Fanti + + a,,z, = b, 
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K1=8=12 


与 二 ,三 元 线性 方程 组 类 似 , 它 的 解 可 以 用 阶 行列 式 表 示 , 即 克 莱 姆 法 则 。 
克 莱 姆 法 则 ”如 果 含 有 个 未 知 数 的 线性 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 即 


anu aiz Ain 
p= Q21 Arn = 0 
aqa ae OO Am 
则 线性 方程 组 (1-6-1) 存 在 唯一 解 : 1 = a =... = 


p z p D° 


其 中 ,D;G==1,2,…,n) 是 用 方程 组 (1-6-1) 右 端的 常数 项 b ,bs ,… 


数 行列 式 D 中 的 第 7 IICK ayaz st sany MIRK n 阶 行列 式 , 即 
an Wm Ms WU aypa °° Qs 
an ° azja bz azjH ` ax 


aa ?aml b, a,ja * aa 


sb, 分 别 蔡 换 系 


n) 
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例 1-6-1 解 线性 方程 组 : 
Zi 十 zz 十 zs 十 zi 一 5 


Zi 十 2zs 一 Za 十 4zi 一 一 2 


2zi — 3z: — z; — 5zi =— 2 
3xı Hx: + 2r; + 11z, = 0 
# 这 个 方程 组 的 系数 行列 式 为 

1 1 T 1 


s. + á 4 
=ë ë =i 43 
D, = =— 142 
=2 = = $ 
Ó i 次 H 
i S 38 j 
1 —2 — 4 
D, = 一 一 284 
P — a — 
3 © 2 H 
J £ 5 l 
1 Z= 4 
D: = 一 一 426 
2 =p = 5 
3 ü yy 
1 + f 5 
1 2 —1 —2 
D, = = 142 
Ë =3 —I —2 
3 ü 2 9 
as: SN D D. D. D 
由 克 莱 姆 法 则 知 ,方程 组 有 唯一 解 : a= lai p 2 = Tp a= Tp l. 


线性 方程 组 (1-6-1) 中 右 端 的 常数 项 b ,5,,…,b, 不 全 为 0 时 称 为 非 齐 次 线性 方程 
组 ; 方程 组 中 右 端的 常数 项 广 二 包 二 …… 一 名 一 0 时 称 为 齐 次 线性 方程 组 。 
对 于 齐 次 线性 方程 组 


anmi Harz: 十 … 十 az 一 0 


aaTı 十 Q2272 十 网 十 azz 一 0 Cl-6-2) 


aazi Fant + ° + a,,z=, = 0 
显然 rı = z, =+ = =,= 0 一 定 是 齐 次 线性 方程 组 的 解 ,这 个 解 叫 作 齐 次 线性 方程 组 的 
零 解 。 如 果 mi ,zz，…zw 不 全 为 0 是 齐 次 线性 方程 组 的 解 , 则 它 叫 作 齐 次 线性 方程 组 的 
非 零 解 。 齐 次 线性 方程 组 一 定 有 零 解 ,但 不 一 定 有 非 零 解 。 
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由 克 莱 姆 法 则 易 得 以 下 推论 。 
推论 1-6-1 车 齐 次 线性 方程 组 (1-6-2) 的 系数 行列 式 D 天 0, 则 它 只 有 零 解 。 
证 明 因为 方程 组 中 右 端 的 常数 项 b 二 5, 二 … 二 6b, 二 0, 所 以 D, 中 有 一 列 为 零 , 则 
Dj; 二 0(j 二 1,2,…,n) ,就 是 说 齐 次 线性 方程 组 的 唯一 解 是 
六 
证 毕 。 


推论 1-6-1 的 道 否 命题 即 为 推论 1-6-2。 
推论 1-6-2 车 齐 次 线性 方程 组 (1-6-2) 有 非 零 解 ,那么 它 的 系数 行列 式 D=0。 


Zi 十 zz 十 zs 一 0 
AT. 十 n =0 
例 1-6-2 判断 齐 次 线性 方程 组 | U _ ETAREN. 
z T Zs o M 
Xz 十 ZX3 十 4 二 0 


解 ” 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 


L š š Ó ' t ig bo b rg 
p=|! 1 ° ljea |0 0 —1 1| nen 6 ï h 
t Qó í tamm jo =t öt 0 == 0 1 
6 W 3 41 0 $ ti Ó © = W 

l £ o j $ db o 

ri +r 01 1 1| =“+n giri 

| y 0 q 22 1815128 Bs 0 
o 0 =. H Ó Ó Ó 8 
所 以 方程 组 只 有 零 解 。 


(1 一 iD)zi 一 2zz 十 4zs 一 0 
例 1-6-3 [JA in 有 非 零 解 ? 
zi 十 zz 十 (1 一 1)zs 一 0 


解 方程 组 的 系数 行列 式 为 
一 一 


一 和 —2 0 
十 2 
D 2 于 = | 3-) 7 一 20 
1 j ü=à 1 i $= 
ti = i=j = 
=(3—1) — (7—2) 
Ë =Q i + š 


(3 一 M)[(G1 一 人 )(C3 一 1) +4]— (7—22)[(1—2)+2] 
(3 一 M)[7 一 4 十 1 一 (7 一 2)] 
= )(3—à) GQ — 2) 
%4 D=0 hf, B A (3—1) (Qa —2)=0 时 ,方程 组 有 非 零 解 。 
即 4==0, 或 4 二 3, 或 4 二 2 时 ,方程 组 有 非 零 解 。 
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习题 1-6 
1. 用 克 莱 姆 法 则 解 方程 组 。 


2x1—Zzzs 十 3z3 十 2z4 =6 
2zi 十 zz 一 2 一 1 
3z1—3zs 十 3Zs 十 2z4 二 5 
(1) 42zi 十 zz 一 一 1 (2 
3zi — xz — x3; H24 =3 
X — y Hr =3 
二 
AMzl 十 zz 一 0 
2. 求 在 什么 条 件 下 ,方程 组 有 非 零 解 。 
Zi 十 Mzs 一 0 


矩阵 与 线性 方程 组 


2.1 矩阵 


2.1.1 矩阵 的 概念 


定义 2-1-1 M mXn Pa; G=1,2; sm; j=1,2,:- .n) HEB] pR IJ — + m fT n 列 
的 矩形 数 表 


Am Am per Amna 
称 为 m $T n JHJE RE , 3 PR m > n 矩阵 ,通常 用 大 写 粗 体 字母 4, 了 B.C,… 表 示 。 上 述 和 矩阵 
可 记 作 有 4 或 4mx,: 也 可 记 作 (45),xs 或 (a )w; 简 记 作 (as ) ,其 中 aj; 称 为 矩阵 A 的 第 i 行 
Bj 列 元 素 。 
所 有 元 素 都 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩阵 , 记 作 0,x, , 简 记 为 O。 
只 有 一 行 的 矩阵 Ah,=(aa as … an) 称 为 行 矩阵 或 称 为 n 维 行 向 量 。 
anu 


a 


只 有 一 列 的 矩阵 Aux: 一 | ， | 称 为 列 矩阵 或 称 为 m 维 列 向 量 。 


a, 
WREKE A= (a; ) 的 行 数 与 列 数 都 等 于 2 PA 为 n 阶 方 阵 , 记 作 A, BI 
an as * an 
azı az a 
A, = 
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n 阶 方 阵 A 的 元 素 按 原来 的 形式 排列 ,构成 的 阶 行列 式 , 称 为 矩阵 A 的 行列 式 , 记 作 
|A|šK detA. BI 


Qa Qa °° A 


[a| = 
Qa az ° 
特别 地 ,规定 一 阶 方 阵 就 是 一 个 数 , 即 AS (an). 
和 矩阵 A 的 负 和 矩阵 为 一 4 一 (一 of )mxn。 
2.1.2 几 种 特殊 矩阵 


1. 三 角形 矩阵 


EX 2-1-2 主 对 角 线 下 (上 ) 方 的 元 素 全 为 零 的 n 阶 方 阵 称 为 上 (下 ) 三 角形 矩阵 , 即 
方 阵 形 如 


0 0 = a, Qa aa * as 


上 三 角形 矩阵 .下 三 角形 矩阵 统称 为 三 角形 矩阵 。 
2. 对 角 和 矩阵 


EX 2-1-3 主 对 角 线 以 外 的 元 素 全 为 零 的 二 阶 方 阵 称 为 对 角 和 矩阵 , 即 
an 0 ... 0 


0 w S äs 
显然 ,对 角 和 矩阵 既是 上 三 角形 矩阵 ,又 是 下 三 角形 矩阵 ,由 主 对 角 线 的 元 素 就 可 以 确 
定 对 角 和 矩阵 , 常 把 对 角 和 矩阵 记 作 diag(ai ,az ,… san) 。 
3. 数量 矩阵 


EX 2-1-4 主 对 角 线 上 元 素 全 为 a 的 对 角 和 矩阵 称 为 数量 矩阵 , 即 
a 0 ... 0 


0 a 0 
0 0 a 


4. 单位 矩阵 


EX 2-1-5 主 对 角 线 上 元 素 全 为 1 的 阶 数量 矩阵 称 为 单位 矩阵 , 记 作 工 RE, , 
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WIRE, 


0 0 
k = 0 ! 0 
0 0 1 
L @ G 
M =2,3 B.T, É 1)» f 1 0 | 就 是 二 阶 、 三 阶 单位 矩阵 。 
看 0 1 


2.2 和 矩阵 的 运算 


2.2.1 矩阵 的 相等 


定义 2-2-1 如果 两 个 矩阵 A= (as) B= (by ) 的 行 数 和 列 数 分 别 相 同 ,而 且 各 对 应 位 
置 处 的 元 素 相等 , 则 称 矩 阵 4 与 矩阵 B 相等 , 记 作 
A=B 
即 如 果 A= (a;),x a B5 (bj )mxns H a; =b; (Gi=1,2,-,mi j 三 1,2,…,n), 那 么 


A=B. 
a @ — l 2 ë 
例 2-2-1 wen 4 5 a| 4 5| 且 A=B, 求 a,b,c,d。 
区 4 9 7 


解 由 4 一 中 ,根据 矩阵 相等 的 定义 知 


& Z =3 1 
REOT d 
得 a=1,b=9.c=—3,d=3, 


2 c 

4 : 

8. 7 
2.2.2 和 矩阵 的 加 法 


定义 2-2-2 两 个 mXn 和 矩阵 A 二 (aj),B 二 (5b;), 对 应 位 置 上 的 元 素 相 加 所 得 的 mx 
矩阵 , 称 为 4 与 B 的 和 , 记 作 A 十 B, 即 
A+B = (as) wn (bs )mxa = (a; Hby ),x, 
定义 矩阵 的 减法 运算 为 
A—B= A+ (C—B) = (a; ),, tÈ bi msn = (a; — bs ) mxn 
注 : 两 个 矩阵 只 有 在 行 数 相同 且 列 数 也 相同 的 条 件 下 才能 进行 加 减法 运算 。 


a e Ska e 8 w" 
例 2-2-2 mama [° `) G jout 


í: Í| Ë ') = n P s) 
A+B= + =s = 
5 7 7 5+7 7+1 12 8 
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容易 验证 ,矩阵 的 加 法 满足 下 列 运算 规律 。 

a) 交换 律 : A+B=B+A; 

(2) 结合 律 : (4 十 B) 十 C=A 十 (B 十 CO); 

(3) 零 矩阵 满足 : 0 十 4 二 A 十 0 二 A; 

(4) 存在 矩阵 一 4 满足 : A 一 A 二 A 十 (一 A)= 二 0。 


2.2.3 矩阵 的 数 乘 


定义 2-2-3 MH k RIRE AS (a; )wxw 的 每 一 个 元 素 , 所 得 到 的 矩阵 称 为 数 大 与 
矩阵 4 的 积 ,简称 为 数 乘 , 记 作 kA , 即 
kA = klas)mxen = (kaj )men 


3 一 2 4 一 3 
例 2-2-3 WEKE A= |5 中 | 8 2 |, 求 34 一 2B。 
1 6 —1 7 
3 一 2 4 
解 u-ads H| 8 | 
ç & 一 1 


—3 1 2 O 7 5 一 2 4 
B| 2-2-4 ERE A= 5 7 9 ,B= 5 1 9 7|.B A+2X=B, 
4 6 = 


容易 验证 ,矩阵 的 数 乘 运算 满足 以 下 运算 规律 。 
A) 数 对 矩阵 的 分 配 律 : k(A 十 B) 二 kA 十 kB; 
(2) 矩阵 对 数 的 分 配 律 : (十 D)4 王 她 十 由; 
(3) 数 对 矩阵 的 结合 律 : GeIDA—kC(IA)=ICGA); 
(4) 数 1 与 矩阵 满足 : IASA; 

(5) 数 0 与 矩阵 满足 : 0A=0. 


2.2.4 矩阵 的 乘法 


定义 2-2-4 设 A 是 一 个 mXk 的 矩阵 , B 是 一 个 kX 
an a Aik bn 
e= qa ae “i B= ba 
Am è Am ° Qnmk bn 
则 称 mxXn 和 矩阵 C==(ci ) 为 矩阵 4 与 也 的 乘积 , 即 
Cu Ciz ° Ch 
c= C21 la C2 
Cmi Cm2 Cmn 
k 
其 中 ,cy ==anby 十 azbsj 十 … 十 aaby = 2JabiG=1,2,-- 
= 


C= AB 
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n 的 矩阵 , 即 
b: e bin 
bs =e Don 


bue “° bin 


r 


sm; j=1,2; sn), WE 


即 AB 的 第 i 行 第 j 列 元 素 c; ETEA 的 第 i 行 上 的 所 有 元 素 与 矩阵 吾 的 第 j 列 上 的 
所 有 对 应 元 素 乘 积 之 和 。 由 于 A 有 mm 行 ,所 以 i 可 取 1,2,…,m; hF BA n 列 , 所 以 j 
可 取 1,2,…,n。 由 此 看 出 AB 是 一 个 m Xn 和 矩阵 , 简 记 作 (c5) xs 


xas 和 BA。 


区 | 
8 — 
Bi 2-2-5 设 和 矩阵 A=| 一 4 中 人 
3 5 
2 一 1 š —3 
解 AB —|—4 0 | J 
—4 5 
3 § 
2X3+(—1)X(—4) 2X (一 2) 十 ( 


一 | 一 4X3 十 0X (一 4) 
3X3 十 5X( 一 4) 


IO 一 和 
= | 一 12 8 
ML 19 


由 于 B 的 列 数 与 A 的 行 数 不 相同 , 故 BA 不 存在 。 


(一 4) X (—2)+0 X5 
3x (一 2) 十 5X5 


1)x5 
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例 2-2-6 mwma- [Y sje= (1 -AB 和 BA 


2 4 zZ —?2 
AB = 
# 1 "P J 
2X2+4XC 1) 2X(—2)+4X1 
I pe | 


-( °) 
woa 


2—23 4 
BA = 
i ijh z) 
_(2X2+(—2)X1 2X4 十 (一 2) X2 
IKF —154-1 32 


ga 
二 hi | 
从 例 2-2-6 中 可 以 看 出 : 矩阵 的 乘法 一 般 不 满足 交换 律 , 即 ABABA; 另外 ,不 能 从 


AB=0 推出 矩阵 A 二 0 或 B= 二 0。 
对 于 和 矩阵 A LB. AB= BA. FR A 与 B 是 可 交换 的 。 


ec J-E JCE 
mref? ja 人 | 2] 是 可 交换 


B 2-2-7 BEK A= h Ja == [ : To ]ok aB mac, 
aa T "2. 
#-, JL: be 


从 例 2-2-7 可 以 看 出 : 矩阵 的 乘法 一 般 不 满足 消去 律 , 即 AB = AC, R. AZ0 时 ， 
BAC, 

不 难 证 明 ,矩阵 乘法 满足 下 列 运算 规律 。 

(1) 乘法 结合 律 : (AB)C 一 4A(BC) ; 

(2) 乘法 分 配 律 : A(B+C)=AB+AC; (B+C)A=BA+CA; 

(3) 数 乘 结合 律 : &C4B) 王 (AAA)B 一 4(AB) ,其 中 人 为 常数 ; 

(4) IA SAI =A (Hp I HAMER; 

(5) 对 于 任意 两 个 方 阵 4, 了 .总 有 

|aB |= |A| |B| 

即 方 阵 乘 积 的 行列 式 等 于 行列 式 的 乘积 。 
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定义 2-2-5 设 A 为 n 阶 方 阵 ,k 是 正 整 数 , 则 kk 个 A 的 连 乘 称 为 方 阵 A W k KHE, 


记 作 


At 一 44…A 


4 个 
特别 地 ,对 于 方 阵 4, 若 44=4 SA, N A ARRE, 


如 方 阵 A 二 f 0 有 A =A, At A EARS. 


TERRA FINEER , 
(1) Ah Ah =A% th; 
(2) (Ah)k =A, 


2.2.5 矩阵 的 转 置 


EX 2-2-6 将 mXn 和 矩阵 A 的 行 与 列 互 换 , 得 到 的 nXxm 和 矩阵 , 称 为 4 的 转 置 矩阵 。 


记 作 AT sk A, 


则 


an ar Ain 
如 果 = 
Am Amz Amn 
an qa Amı 
ru ar az Am2 
Ain An t Am 
1 3 5 s 
minga | by jermena: 下 
5 4 
和 矩阵 的 转 置 运 算 具 有 下 面 的 性 质 。 


(1) (AT)T=A; 
(2) (A+B)'=AT+B'; 
(3) (AB)"=B"A"; 
(4) (kRA)T=kAT (k 为 常数 ) 。 
1 0 
S Ny 2 
2 3|,B= me" ; 求 C4B)7 B'AT. 
4 5 


1 g 2 1 
2 1 

2 3 一 |16 11 
4 3 

4 5 28 19 


例 2-2-8 BERKE A= 
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P 让 z | f 16 5 
EA = = 
站 & 5 1 m gg 
定义 2-2-7 WME n 阶 方 阵 A 二 (as) 的 元 素 满足 条 件 
aj =ax (ij = 1,2,.°,n) 
即 A7 二 4 时 , 称 A 为 对 称 矩阵 。 
例如 ,以 下 矩阵 分 别 是 2 阶 ,3 阶 和 4 阶 对 称 和 矩阵 。 


1 =š Ü 
1 2 一 条 

2 g Ie F e 
， 2 4 ` 

1 0 = t S =Ņ 
236 5 


0 4—6 8 
易 证 : 若 A,B 为 n 阶 对 称 和 矩阵 , 则 ZA AEB 仍 为 n BATERE EB AB 未 必 对 称 。 例 如 : 


1 2 ü =ù -0 Ï 
i Jib 中 = 2 _ 
结果 为 非 对称 和 矩阵 。 


定义 2-2-8 WMR n I KEA = Cay) HITER W E RI 


a; =— api Éj 
| (sj = 1,2,*,n) 
a =0i=;j 


即 4 一 一 人 A 时 , 称 4 为 反对 称 矩 阵 。 
例如 ,以 下 矩阵 分 别 为 3 阶 .4 阶 反对 称 矩 阵 。 
0 T= O 


0 # 一 各 
=] 0 7 —4 
= 0 ` 
K <= 0 =f 
3 —6 0 
0 6 0 


习题 2-2 


Lo e = 2 l Ó 4 D 
2. 计算 下 列 各 题 。 


1 2 2 一 2 4 3 2 1 
of ).[ ) of )= [ J 
0 一 5 3 — 2 = 2 


Š a WSA 3 
B) jı —2 3||: 44) (i23 2 
5 $ oi l 


i, 放生 诈 4= |， m J 9= |: 1a p] EABk a.c mt. 
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try 
z 4 
一 入 4 1 toaz -WA g 
《7 = = (8) 
gS 1 21% 2 201 
1 í 
1 3 4 
| = 0 Ë 1 4 an an arn 1| ZI 
(9) 2 1 = Ü —ë 3 (10) CGay,zys2zs)| az as az || zs 
=] 3 T 作 一 2 1 1 Gia az a33/\Ts 


i 2 1 0 
8, wa- ).=-[ Jm: 
1 3 1 2 


(1) AB=BA 吗 ? 
(2) (A+B)° =A°+2AB+B° 吗 ? 
(3) (A+B)(A—B)=A° —B: 吗 ? 


1 0 
人 ga- Japan. 
% 1 
5. 设 A,B 为 n WERE, H A 为 对 称 矩 阵 ,证明 BTAB 也 是 对 称 矩 阵 。 
6. 设 A,B 都 是 n 阶 对 称 矩 阵 , 证 明 AB 是 对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 AB 二 BA。 


2.3 矩阵 的 初等 变换 


2.3.1 初等 变换 
定义 2-3-1 对 和 抢 阵 进行 下 列 3 种 变换 , 称 为 矩阵 的 初等 变换 ， 


(1) 交换 矩阵 的 两 行 ( 列 )， 

(2) 用 一 个 非 零 数 & 乘 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ); 

(3) 把 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 的 人 倍加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 。 
并 且 称 (1) 为 对 换 变 换 ,(2) 为 倍 乘 变 换 ,(3) 为 倍加 变换 。 

对 和 矩阵 的 行 施行 以 上 3 种 变换 , 称 为 初等 行 变换 ; 对 矩阵 的 列 施 行 以 上 3 种 变换 , 称 
为 初等 列 变换 。 初 等 行 变换 与 初等 列 变换 统称 为 初等 变换 。 

说 明 : 矩阵 4 经 过 初等 行 变换 得 到 矩 阵 召 ,通常 记 作 4 一 及, 一般 情况 下 AAB, X 
isj 两 行 , 记 作 rrj; BiR k TME r Xk; 9 j FR k 加 到 i 行 , 记 为 ;十 krj。 

ENX 2-3-2 EA 经 过 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 B, 则 称 和 矩阵 4 与 B 等 价 , 记 
作 4 一 B( 或 4 一 B)。 

矩阵 之 间 的 等 价 关 系 具有 下 列 基本 性 质 。 

(1) 反 身 性 : 4 一 4; 

(2) 对 称 性 : 若 4 一 下. 则 B—A; 

(3) 传递 性 : #A~B,B~C. M] A—C, 
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定义 2-3-3 ”满足 下 列 两 个 条 件 的 矩阵 称 为 阶梯 形 和 矩阵 : 

(1) 若 有 零 行 (元 素 全 为 零 的 行 ) 都 位 于 矩阵 的 下 方 ; 

D 各 非 零 行 的 首 非 零 元 (从 左 至 右 第 一 个 不 为 零 的 元 素 ) 的 下 方 均 为 零 ( 列 标 随 着 
行 标的 增 大 而 严格 增 大 ) 。 

定义 2-3-4 满足 下 列 两 个 条 件 的 阶梯 形 矩 阵 为 行 简化 阶梯 形 矩 阵 : 

(1) 各 非 零 行 的 首 非 零 元 都 是 1; 

D 每 个 首 非 零 元 所 在 列 的 其 余 元 素 都 是 0。 

一 般 来 说 ,矩阵 4 的 标准 形 D 具有 如 下 特点 : D 的 左上 角 是 一 个 单位 矩阵 ,其 余 元 
REH O. 

例如 ,和 矩阵 


L 0 VW 0 —2 
1 @ 2 

的 下 = 

c=|o 1 3|, D= 

Corta 8 
0 0 0 

0001 2 

都 是 行 简化 阶梯 形 和 矩阵 。 


定理 2-3-1 (EENE A= (ai ),x, 经 过 有 限 次 初等 变换 , 可 以 转换 为 下 列 标准 
JEM ME: 


r 列 


I, Oxi- 
u Ka "GAAN. 
其 中 ,0<r<minGmn,n)。 
证 明 如果 所 有 的 a 二 0, 则 4 为 零 矩 阵 , 已 经 是 D 的 形式 ,此 时 r==0。 
如 果 所 有 的 a 中 至 少 有 一 个 不 为 0, 不 失 一 般 性 , 设 au 隆 0( 若 a 二 0, 可 对 A 施 以 第 


一 种 初等 变换 ,将 非 零 元 素 变 换 至 an), H 一 各 (=1,2,…,m) 乘 以 第 1 行 加 到 第 i 行 ; 


用 一 各 OG=1,2,…, 台 乘 以 第 1 列 加 到 第 j 列 上 ; 然后 用 一 乘 以 第 1 行 ,于 是 4 可 转 
换 为 


E 0 0 
, , 

0 ax ax 
, , 

0 am Amn 
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如 果 Bi 二 0, 则 A 已 转换 成 标准 形 和 矩阵 D; 如 果 B 天 0O, 则 按 上 面 的 转换 方法 继续 下 
去 ,最 终 可 将 A 转换 为 标准 形 和 矩阵 DD。 证 毕 。 


有 以 下 几 种 特殊 情况 : 


(1) 当 r==m 时 ,A 的 标准 形 矩 阵 为 [I 
(2) ¥ r=n 时 ,A JE: | ): 


O); 


I, 
o 


(3) 当 r=m=n 时 ,A WER NEJE KE W: 9 RERE In 。 


5 5 raae C 


° oor 


o onmo 


o.oo 


È: n BT i 2E PE 63 48 AE JÚ E E 2 35.45 3E E, 
H wi g 
aa => CEI i 
例 2-3-1 将 A= n i3 . Hel a Ay Wr E JE Hi RE ANIT f (k r EJE B PE o 
3 OB 
p 33 å i it d 
i =i 8 | ¿2 [0.2 e 
* a= ga s| em loi 9 = 
5 £ 5 á 二 各 $ =S 
1 í 39 4 1 
ax) |o ww =1 a| 5950 [o 
pi 3 —3 0 
0 —2 2 一 8 0 
i i 4 
za | 9 
6 08 
00 0 O 
此 和 矩阵 是 阶梯 形 矩 阵 。 
Ti ü A am Aa gi 
caa al C ae ú i ml ¿3 
0 o =2 So pa 
00 0 O 00 00 
此 时 和 矩阵 为 行 简化 阶梯 形 矩 阵 。 


2.3.2 初等 矩阵 


定义 2-3-5 


对 单位 矩阵 工 施 以 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 。 
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3 种 初等 变换 分 别 对 应 3 种 初等 矩阵 。 
(1) 工 的 第 ;7 行 ( 列 ) 互 换 得 到 的 矩阵 如 下 : 
1 


1 
0 第 i 行 
1 
IG.,j) = 
1 
1 0 第 j 行 
1 
第 i 列 第 j 列 
D WB i 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 数 & 得 到 的 矩阵 如 下 : 
il 
ICi(k)) = k 第 ; 行 
I 
第 i 列 


(3) 工 的 第 7 行 乘 以 数 & 加 到 第 i 行 上 ,或 I 的 第 i 列 乘 以 数 k 加 到 第 j 列 上 得 到 的 
和 矩阵 


k Bit 
IGj (k)) = 
1 第 j 行 
1 
第 i 列 Bj 


定理 2-3-2 设 A 是 一 个 m X n EE, 对 A 施行 一 次 某 种 初等 行 ( 列 ) 变 换 , 相当 于 用 
同 种 的 mm(z) 阶 初等 矩阵 左 ( 右 ) 乘 4。 


习题 2-3 


1 2 e xw = 
= 2 
2 4 8 12 4 


1. 将 矩阵 A= 转换 为 阶梯 形 和 矩阵 和 行 简 化 阶梯 形 矩 阵 。 
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2. 把 下 列 矩 阵 转换 为 行 简化 阶梯 形 和 矩阵 。 

k D ë =g 0 和 = 1 
Gys 3 EDn š =4 3 

3 Ó & —9 页 4 =% 一 

Dag g £ 3 = = 

g g. 8 4 沁 L 郊区 二 过 = 
(3) (4) 

2 一 g = g 3 y 

— 对 àA e g 


2.4 逆 和 矩阵 


2.4.1 逆 和 矩阵 的 概念 


定义 2-4-1 XT n IBEA ,如果 存在 阶 方 阵 B, 使 得 
AB = BA =I 
则 称 方 阵 4 JTE RE B 称 为 4 WERE eE AT 
定理 2-4-1 ”如果 方 阵 A 是 可 逆 的 ,那么 4 的 逆 矩 阵 是 唯一 的 。 
证 明 设 B,B; 都 是 4 的 逆 和 矩阵, 则 有 
B, = B, I = B, (AB;) = (BA)B, = IB, = B, 
所 以 ,A 的 逆 矩 阵 是 唯一 的 。 证 毕 。 
显然 ,单位 矩阵 工 是 可 逆 的 , 且 SA 零 矩 阵 是 不 可 逆 的 。 
逆 和 矩阵 还 有 下 面 的 性 质 : 
(1) Æ A TA, ATE, HATOT SA; 
(2) Æ A T, r a0, W AA mA QA) =A; 


(3) #' A.B HKD E: B EJ n] W AB a, HAB) SBA 1; 
(4) 车 A 可 道 , 则 AT Bn. H (AT) 1= (AT), 


© AATA I=. 


下 面 要 解决 的 问题 是 : 在 什么 条 件 下 矩阵 4 是 可 逆 的 ? 如 果 A T, AR AT? 
2.4.2 可 逆 矩 阵 的 判定 及 其 逆 和 矩阵 的 求法 


1. 可 逆 和 矩阵 的 判定 及 伴随 矩阵 


定义 2-4-2 若 元 阶 方 阵 4 的 行列 式 |4| 取 0, 则 称 A 为 非 奇异 矩阵 (或 非 退 化 矩阵 )， 


否则 称 为 奇异 矩阵 (或 退化 和 矩阵) 。 
定理 2-4-2 若 方 阵 A 可 道 , 则 4 为 非 奇 异 矩 阵 (|A| 取 0)。 


证 明 A 可 道 , 即 存在 A fE AA SILAA ISl ALAA, 证 毕 。 
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定义 2-4-3 a eka — | “” O O PER a RART EM 
Qa Anz dan 
An An v Am 
Ar Ax … Am 
Ar = - . . 
A. A;, agi As 
称 为 4 的 伴随 矩阵 。 
由 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 得 
kal 0 0 
0 | A | ... 0 
AA" =A'A=| ， : a | =l 
0 0 141 
即 AA" = A*A=|A|I 
定理 2-4-3 车 方 阵 4 有 14| 天 0, 则 方 阵 4 PE, B AT =f p IEN A EM A f 
伴随 矩阵 。 


证 明 M AA =A A=|A|I K|A|Z0.n[48 
1 å 1 & 
altas) (HT I 

所 以 , 按 逆 逢 阵 的 定义 知 4 可逆 , 且 AT =g 证 毕 。 

由 定理 2-4-2 和 定理 2-4-3 可 知 : 方 阵 A 可逆 的 充分 必要 条 件 是 A 为 非 奇异 矩阵 。 

推论 2-4-1 对 于 nn 阶 方 阵 A,B, 如 果 AB==I( 或 BA 二 了 ,那么 A,B 都 是 可 道 的 , 且 它 
们 互 为 道 矩 阵 。 

证 明 14| .18 一 11I|=1, 故 14 天 0,1B8| 天 0, 因 而 4-:,B-: 存 在 ,于 是 

B IB (A 1A)B = A (AB) = 


或 
Á = Ï = (B A8)A = p (== 
1 o O 
例 2-4-1 rE A=|2 3 O|.RA 2, 
5 % # 


# H |A|=—=120 知 ,4 EAH BB 4-:! 存 在 。 计 算 14| 中 每 个 元 素 的 代数 余子 
式 ; 得 
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0 0 

1 0 0 2 1 
外 | 

A uba 12 8 4 0 8 $ 
= =& a) [F š k á 
4 É 4 


2. 用 初等 变换 求 逆 矩阵 


用 伴随 矩阵 法 求 逆 矩 阵 ,需要 计算 众多 的 代数 余子 式 , 对 高 阶 可 逆 矩 阵 来 讲 ,这 将 是 
非常 困难 的 。 下 面 寻求 应 用 初等 行 变换 求 逆 矩阵 的 方法 。 
定理 2-4-4 n 阶 和 矩阵 A 可 道 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 表示 为 一 些 初等 矩阵 的 乘积 。 
证 明 必要 性 。 由 定理 2-4-3 知 ,车 A 可 道 , 则 必 有 
A _ 考 于 次 初等 变换 _ i 
再 由 定理 2-4-2 知 , 必 存 在 初等 矩阵 已 ,… ,Pi; Q1，,…,Q,, 使 Pi Poe PAQ QQ 5L 
又 因为 初等 矩阵 都 是 可 逆 的 ,其 着 矩 阵 仍 是 初等 矩阵 ,所 以 
A= Př'Pr Pr IQ; Q; Q7! 
= P; Pr Pr Q; Q; Qi! 
即 A 可 以 表示 成 一 些 初等 矩阵 的 乘积 。 
充分 性 。 若 A 可 以 表示 成 一 些 初 等 矩阵 的 乘积 , 因 初 等 矩阵 可 逆 , 所 以 其 乘积 也 可 
逆 , 因 此 4 可逆 。 
设 A 是 一 ft n] g 8 ME, Hi T n 阶 可 逆 矩 阵 的 标准 形 为 单位 矩阵 , 则 存在 一 系列 初 
等 矩阵 Piset Pn ,使 


P,*…PA=I (2-4-1) 
由 式 (2-4-1) 可 得 
A = P,P = P, P.I (2-4-2) 
式 (2-4-1) 与 式 (2-4-2) 说 明 : 如 果 用 一 系列 初等 行 变换 把 可 首 和 矩 阵 4 Fe A t du a 
阵 , 那 么 同样 地 用 这 一 系列 初等 行 变换 去 化 单位 矩阵 ,就 能 得 到 AT 
把 A,I 这 两 个 n Xn 和 矩阵 凑 在 一 起 ,做 成 nX2n 和 矩阵 (A :E), 由 分 块 矩 阵 的 乘法 ， 
式 (2-4-1) 与 式 (2-4-2) 可 以 合并 写 
P,e P(A I) = (PpP A PaP D = (I A") (2-4-3) 
式 (2-4-3) 提 供 了 一 个 具体 求 逆 矩阵 的 方法 : ME nX 2n EBE (A I) ,用 初等 行 变换 把 
它 的 左边 一 半 转 换 成 工 这 时 右边 的 一 半 就 是 4 一 . 即 
Air) 初等 行 变换 dai 
同 理 , 用 初等 列 变换 也 可 求 4 WERE, DAN F: 


Fi 
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B 
0 2 1 
例 2-4-2 用 初等 行 变换 求 方 阵 A= | 一 1 1 ”4 KREE. 
zZ = =3 
o 2 109 —1 1 4:010 
解 (AiI)=|-1 1 4010| 一 >| o 2 1100 
2 一 1 一 3;0 0 1 2 一 1 一 3;0 0 1 
1 一 1 一 4;0 一 1 0 1 一 1 一 4;0 一 1 0 
r x (—1) i r3 — 2r H 
— |o 2 11 00———o° 2 1:1 00 
2 一 1 —3i0 01 和 
“¿£ i 
I T Ó zZ 2 1 Q 
nD f 
2 1: 1 
L <l a AA 
mtr 2: 2 
73 一 rz r 
o 1 
ow giy š à 
1 5 7 
Wa SY 9 9 9 
nt" 5 _2 _1 
— E — dl =l 
= 0 1 0 3 P J Ma 
r=" 
2 —1 4 2 
rs X 000 1 9 9 9 
即 
J 5 g 
a=t| 5 —2 —1 
9 
一 1 4 2 


注 : 在 利用 初等 行 变 换 求 全 的 逆 和 矩阵 时 ,并 不 要 求 判 断 A 的 行列 式 是 否 为 0, 只 须 对 
(A :I) 施 以 初等 行 变换 即 可 。 如 果 A 不 能 转换 成 I, 则 A 不可逆 。 在 计算 过 程 中 不 允许 


用 列 变换 。 

例 2-4-3 设 AXB 十 3C 一 D 二 0, 其 中 

9 U = 3 L 0: 0 -1 0 一 = 二 
A=|11 il B=|o01l c=| 0 Z lj; p=] o 7 -3 

30 1 010 JZ -2 一 3 3⁄2 —2 -8 
RX. 


# E AXB+3C—D=0, V AXB=D—3C. 
EA, B HFE., W h A ZE 3ë AXB = D — 3C. B`! 4i R AXB = D — 3C, 44 
A 1C(AXB)B 1=A 1(D—3C)B 1,B) X=A-1(D—3C)B”1, 
Ë W = 100 
HlA|=|1 1 1|=1Z0,|B|= |o 0 1 1 关 0, 故 A.B #Bu| j , PIE 
3 2 1 Ó 1 0 
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X = A`” (D— 30)B` 
初等 行 变换 求 出 A ，,B 得 


= = 2 1 0 Ü 
A = | 2 5 中 B` 一 0 J 
= 机 (= 1 prg 
LL ü 0 
oz 1 中 


0 0 1 
X = A 1(D—3C)B `! = AB" 


= =S iiL 0 0 = 2 一 3 
= 2 8 —3/10 © 1|= É 39 5 
ss = J) AO J Q == š | 


习题 2.4 
1. 求 下 列 矩 阵 的 逆 和 矩阵 。 
Ë " l. pes 
(1) GQ. 
2 5 sin0 cos0 
a), 
1 go =i 0 
az 
(3) |3 4 — (4) o n (aiaz" a, %0) 
5 =ð ] ` 
a, 


2. 解 下 列 矩阵 方程 。 
Ë J Ë 本 
cy X= 
w3 2 i 
( 1 3 ( 2 N P | 
(3) x = 
= 


0 1 0 1 0 0 £ — 3 
GD 3 O OlXI0 | 二 | 这 0 =1 
0 0 1 0 1 0 T =2 0 


3. 设 At=O(k 为 正 整数 ) ,证 明 : (I 一 4)-: 一 TI 十 4 十 42 十 … 十 AI。 

4. 设 方 阵 A 满足 A 一 A 一 2I 二 0, 证 明 A 及 A 十 2I 都 可 逆 , 并 求 4-! 及 (4 十 2D-:。 
5. BEA X3 MER, lA|=7> R 12a) 1—3A |, 

6. 设 和 矩阵 4 可 闭 , 证 明 其 伴随 矩阵 4* 也 可 逆 , 且 (4 TSA 

7. Ü n BLR EA 的 伴随 矩阵 为 4” ,证 明 : 

(1) 车 |4|=0, 则 |4*|=0; 
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0 w 38 

8 设 4=| 1 1 0|,AB=A+2B,Ë B. 
-1 @ 3 
£ OÓ 3 

9. 设 4=|0 2 0|,B AB+I=A +B, B. 
toi 


2.5 矩阵 的 秩 


2.5.1 矩阵 秩 的 概念 


定义 2-5-1 在 一 个 mxn 算 阵 A 中 任意 选 定 k 行 和 k 列 (kmin(m,n)), 位 于 这 些 选 
定 的 行 和 列 的 交点 上 的 k 个 元 素 按 原来 的 相对 次 序 所 组 成 的 上 阶 行列 式 , 称 为 大 阶 子 式 。 


vz Ó 
2 6 5 

例如 ,在 矩阵 A= wor q 中 , 选 第 1.3 行 和 第 3.4 列 , 它 们 交点 上 的 元 素 所 
0 Q ç =T 


构成 的 2 阶 行列 式 


2 0 
at 一 个 阶 子 式 ; 又 如 选 第 1.2.3 行 和 第 2.3.4 列 , 相 应 的 


3 2 0 
0 6 5 
0 1 4 
由 于 行 和 列 的 选 法 有 多 种 ,所 以 & 阶 子 式 也 是 不 唯一 的 。 
EN 2-5-2 WEA 中 不 为 零 的 子 式 最 高 阶 数 为 r, 即 存在 一 个 7 阶 子 式 D 不 为 
零 , 而 所 有 的 r 十 1 阶 子 式 (如 果 存在 ) 全 为 零 , 则 称 r 为 矩阵 A 的 秩 , 记 作 rA) =r, HA 
定 零 矩 阵 的 秩 为 零 。 
由 矩阵 的 定义 可 以 得 到 算 阵 秩 的 第 一 种 求法 , 即 求 矩阵 不 为 零 的 子 式 的 最 高 阶 数 。 
例 2-5-1 求 下 列 矩 阵 的 秩 。 


3 阶 子 式 就 是 


iS ag b o g 
(DA=I0 1 2 1 (B=| 2 1 0 
E Q Ó —3 2 —5 
解 (1) 4 的 所 有 3 阶 子 式 如 下 : 
2 1 2 3 和 (Q EE Q 
g 4 =G | @ ü 到 二 | Y | 二 | 2 mY =G 
4 6 0 2 3 @ 2 á @ 2 6 0 


mensal, 


2 
?| 120 8 rO4)=2, 
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V 
iw 3 

(2) 因为 |B|=| 2 1 0| =2#0, FFV r(B)=3. 
一 3 2 一 5 


例 2-5-1 中 ,因为 1B| 取 0, 所 以 B 为 可 道 和 矩阵 。 由 此 可 知 ,可 道 和 矩阵 的 秩 与 方 阵 的 阶 
数 相 等 。 


2.5.2 利用 初等 行 变 换 求 矩 阵 的 秩 


根据 定义 求 行 数列 数 都 较 大 的 矩阵 的 秩 , 计 算 量 是 很 大 的 。 下 面 研 究 用 初等 变换 求 
和 矩阵 的 秩 ,为 此 ,给 出 下 面 两 个 定理 , 因 证 明 较 繁 , 故 略 去 不 证 。 

定理 2-5-1 和 矩阵 A 经 初等 变换 后 ,其 秩 不 变 。 

定理 2-5-2 任意 一 个 矩阵 经 过 一 系列 初等 变换 总 能 变 成 阶梯 形 和 矩阵 。 

注 : 阶梯 形 和 抵 阵 的 秩 就 等 于 其 中 非 零 行 的 行 数 。 

由 以 上 两 个 定理 可 以 得 出 矩阵 秩 的 另 一 种 求法 ,即将 矩阵 4 通过 初等 变换 化 为 阶梯 
JÉ Mi 1: B , IEE E: A 的 秩 r(4) 等 于 阶梯 形 和 矩阵 B 的 非 零 行 的 行 数 。 


六 
例 2-5-2 ” 求 矩 阵 4=|1 2 3 5 | 的 秩 。 
Ó ü ü ë 
reg J 9 Š 3 L W 2 3 
mafi ea sjeme SI ai 
O: ü Ú Ë Ort? 0000 


因为 A 转换 为 阶梯 形 和 矩阵 后 只 有 两 个 非 零 行 ,所 以 ~(4) 一 2。 
在 用 初等 变换 求 矩 阵 秩 时 ,有 时 不 一 定 非 要 转换 出 阶梯 形 和 矩阵 ,可 对 矩阵 作 一 次 或 两 
次 初等 变换 ,得 到 一 个 易于 判断 秩 的 简化 矩阵 ,再 用 和 矩阵 秩 的 定义 或 性 质 求解 。 
i 6 6 #& 2 
W eS C ll 
例 2-5-3 SREK A= £ 38 & 8 的 秩 。 
A 398 @ 22 5 


iq w ê $ Š O Ó Ó Ó Ó 
gal? ta 4 alaca] 6 aaj 
Ë Š 5 6 Š 2 8 5 6 8 
21 18 9 42 5 oowoo 2 
8 #& u 
由 于 |5 6 8 =—4=0, EMA 4 阶 子 式 都 为 零 , 故 (4 ) 一 3, 即 -('A)=r(A,)=3, 
0 0 2 


2.5.3 和 矩阵 秩 的 性 质 
定义 2-5-3 ÜA Jn KIE. E r(A) =n. WER A 为 满 秩 方 阵 。 


44 ”大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 


e 
矩阵 的 秩 有 如 下 性 质 。 

性 质 2-5-1 若 4 m X n E.W rA Smin m.n). 
性 质 2-5-2 # r(A)=0, M] A=0, 

性 质 2-5-3 若 4 为 满 秩 方 阵 , 则 |A| 取 0。 

由 例 2-5-1 中 (2) 的 结论 ,可 以 得 到 以 下 性 质 。 
性 质 2-5-4 车 A 为 方 阵 , 且 |4| 取 0, 则 A 为 满 秩 方 阵 。 


性 质 2-5-5 车 A 为 mXn 和 矩阵 ,r(4) 二 7, 则 存在 可 逆 阵 P,Q, 使 Pao=| ojat 


P PAm 阶 方 阵 ,Q 为 n 阶 方 阵 。 
性 质 2-5-6 A Jm >n BEBE XJ A 进行 初等 变换 , 则 和 矩阵 4 的 秩 不 变 , 且 当 P 了 为 m 
阶 ,Q H n 阶 可 道 方 阵 时 ,r(A)==r(PA)==r(AQ) 二 r(PAQ)。 
性 质 2-5-7 设 47 是 4 的 转 置 矩阵 , 则 r(A) =r), 
性 质 2-5-8 设 A 可 道 ,r(4)==n, 则 7r(4)==r(A7')= 二 n。 
性 质 2-5-9 ik A.B 为 同型 矩阵 , 则 r(4 士 B) 近 ~(4A) 十 ~(B) 。 
性 质 2-5-10 设 A 为 mXs 和 矩阵 ,B 为 ;Xn 矩阵, 则 7r(AB) 夺 min(7(A4),r(B))。 


习题 2-5 
1. 求 下 列 矩阵 的 秩 。 


3 1 0 2 1 3 一 4 一 4 1 
of = 2 = (2) [ =A 3 1 =] 
1 3 —4 4 7 0 É == e. 
2 1 8 3 T 1 2 2 11 
2 — Ü Q -5 l 2 —3 —14 
(3) (4) 
3 — 5 8 0 3 1 1 3 
1 0 3 2 0 2 5 5 28 
1 0 1 
2, mna- 2 =i 1 | 是 否 为 满 秩 和 矩阵 。 
一 2 s =8 


“2.6 和 矩阵 的 分 块 运算 


2.6.1 矩阵 的 分 块 


把 一 个 规格 较 大 的 矩阵 划分 成 若干 小 块 , 用 分 块 方式 来 处 理 , 把 大 矩阵 的 运算 转化 为 
小 矩阵 的 运算 ,不 仅 能 使 运算 较为 简明 ,更 重要 的 是 使 运用 微型 计算 机 来 计算 大 矩阵 成 为 
可 能 。 

定义 2-6-1 用 一 些 纵横 虚线 将 矩阵 A 分 割 成 若干 小 矩阵 ,以 这 些小 矩阵 为 元 素 的 


第 2 章 PES REDEHA 


45 


和 矩阵 称 为 分 块 矩 阵 , 各 个 小 矩阵 称 为 4 的 子 块 。 
例如 : 


也 可 以 按 列 分 块 : 
an i au Ain 
= aa i = di | “š 二 


sa, i S Lala 
和 矩阵 的 分 块 不 仅 使 得 矩阵 的 结构 变 得 比较 明显 清楚 ,而 且 可 以 将 矩阵 的 运算 通过 这 
些小 矩阵 的 运算 来 进行 。 这 样 在 很 多 情况 下 能 够 简化 计算 ,并 易于 分 析 原始 矩阵 的 部 分 


结构 对 计算 结果 的 影响 。 
2.6.2 分 块 矩阵 的 运算 


对 分 块 矩阵 进行 运算 时 ,可 以 把 每 一 个 子 块 当 作 和 矩阵 的 一 个 元 素来 处 理 , 但 仍 要 保留 
其 分 块 结构 并 保证 运算 的 可 行 。 


1. 分 块 矩阵 的 加 法 、 数 乘 、 转 置 
定义 2-6-2 BERE A.B 是 两 个 同 规格 矩阵 , 且 分 块 法 一 致 , 即 


An Ax … Ar Bu B, B, 
ñ= A 25 hyaw Ai 。 = Pa Ba w Bi 
A, Az … Ay Ba Bs + B, 


其 中 ,每 一 Ai 与 B; 的 规格 都 对 应 相同 , 则 规定 加 法 为 
An Bn 4i 十 Bi + Ayy +B, 
Ana Ba An 十 Ba + Azn 十 至 > 


4 十 Ba As +B. … Ar 十 也。 
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设 1 为数, 则 规定 数 乘 为 
XA" XA: ÀA: 
ls AA. ÀA n M4， 
Ms MMs AA, 
此 外 ,规定 转 置 为 
A AR = AJ 
ara |4 Ak = Aš 
A AL + Ar 


2. 分 块 矩阵 的 乘法 


定义 2-6-3 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,B 是 nXp 矩阵。 若 将 A 分 为 r Xs 个 子 块 (qi ),x,， 
将 BB 分 为 ;Xi 个 子 块 (py ),x,, 且 A 的 列 与 B 的 行 分 块 法 一 致 , 则 规定 4 与 B 的 乘法 为 


an ax a,)(br be … b, Cu C Cu 

an ae * az ||ba bs … b, Ca C ° Cu 
Ag. = š ë= 

an aq, e a, ba b, + b, Ca Cr ° C, 


其 中 ,cy = > aaby G = 1.2, j = 1,2, ,1)。 


ñ , @ % O 1 03 z 
例 2-6-1 设 矩 阵 4=| ° 1 ?|,p=| 1 2 0 1|, 求 4B。 
— 2 T 向 1 0 4 1 
,1L 1 @ T = -7 Z 0 
# WIERE A 的 特点 将 A 按 下 面 方法 分 块 
1 0 O O 
0 1 O O l: aj 
=s a 
=r 2 10 A, I, 
) 1 £ 14 
a Gastos =] Z 0 0 mi x X 
其 中 民 表示 2 阶 单位 知 阵 ,4 一 [ ! o= ni TIERE B MAIE A 的 分 法 
一 致 ,因此 
1 E 2 
=J z ü 1 mm A 
B= = 
i äi Ba Ba 
—1 一 1 2 0 
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Ed 


在 计算 AB 时 ,把 4, 孔 都 看 成 是 由 这 些小 矩阵 组 成 的 , 即 按 2 阶 矩 阵 来 运算 ,于 是 


A É al (a ed _ ( B. Bı J 
A L] Ba Bz AB +B) AB, + B> 


其 中 : 
=] 8 1 O il 0 = 4 
aisee as 小 局 
° | 1 2 g 1 t. 1 
=] 2 8 2 4 1 L 3 
ABa tBa = (7 Ji ii J- | 
1 gz 
= A NPO AND 
所 以 ap= = 4 1 | 
=] 1 $ 3 


2.6.3. 分 块 对 角 和 矩阵 
# n ft Jr És A 的 一 个 分 块 形式 只 在 主 对 角 线 上 有 非 零 子 块 , 即 A= diag( Ar Ay "=, 
A.) ,其 中 A, 是 六 阶 小 方 阵 ( 阶 数 可 不 同 ) ,i 二 1,2,…，s， > r: = n, 而 其 余 的 非 主 对 角子 


块 都 为 零 矩 阵 , 则 称 为 4 的 分 块 对 角 和 矩阵 。 
例如 , 若 和 矩阵 


3 ë 
由 4=| j= 
1 1 £ 2 


(1 
A, = ° 
0 6 
定理 2-6-1 分 块 对 角 和 矩阵 有 以 下 性 质 : 
A. 


5 1 
2 6 
4 1 


a) #A= : 则 |41=|411…|4,|= HA; 


A, 
(2) # A.B 为 同 阶 分 块 对 角 和 矩阵 且 分 块 法 相同 , 即 


A, B, 
= a; > pS n, 
A, B, 
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则 


(4) 若 每 一 |4; | 关 0, 则 有 A= 


A 
Ar 


推论 2-6-1 对 于 分 块 上 三 角形 矩阵 


An Ar … Ar 
ğe Az A ir 
Ar 


其 中 , 主 对 角子 块 ABAD ERDAM WA |A| = lAn | |A| Anlo eT A, 
分 块 三 角形 矩阵 A 可 道 的 充 要 条 件 是 |A; | 隆 0,i 二 1,…,r。 


1 a 1 a; 1 b 1 b, 
0 + Ú E G j @ J 
例 2-6-2 it A= ,B= 求 AB。 
Ü Ü 1 i 0 0 1 b 
0 @ 1 DOO 1 
解 令 
i a i 
A, = B, = (i,j = 1,2,3) 
0 © 1 
W pe A, A; f _ B, B: 
O A; O B, 
i agi 2: a 0, ka) B 
于 是 aB, =| i 中 A.B, +A;B, -| anp ') 
0 1 0 2 
l a +b 2 arta: +b +b; 
所 以 ¿e= AB. AB: + A;B; 区 0 1 0 2 
Oo A;B, 0 0 有 a, +b; 
0 0 0 1 
s 从 他 
例 2-6-3 设 A=|0 3 1|, 求 A !。 
O 2 1 
iwi 08 i \ 
解 (5) 一 (5): J = 
e) SS AZ A —2 3 
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V 
L g Ó 
əd 
1 -二 一 
a g 1 —1 
0 — 3 
“习题 2-6 
1 Zima 3 1 
Š f Tini 2 —1 
1. 计算 
Ó o 2 ılo 0 —2 3 
0 o o 3/0 0 0 一 3 
£ Ú A B A B 
2. i A= -—c=p=[ ) wu ja B| š 
0 1 ED Ic| |p 
3 4 
0 
4 一 3 A 
3. ë A= , 求 |45 | 及 44。 
2 0 
0 
器 2 


1. Btn MERA 及 s MERE B maafa i] . 


5. 求 下 列 矩 阵 的 逆 和 矩阵 。 
5 2 0 Ó 


(1) ( 


° n 


1 0 0 
0 8 3 
0 5 2 


° 


2.7 ”一般 线性 方程 组 的 解 


定义 2-7-1 一般 线性 方程 组 是 指 形 如 


azl Harr: + 


ana + aza ++ 


mami toant 


1 0 0 O 
1 2 0 0 
2) 
Srs Ü 
1 2 1 4 
Fá =b 
Fant, = b; 


Fa, xw, =, 


(2-7-1) 


的 方程 组 。 其 中 ,zi ,zz z, 代表 个 未 知 量 ,m 是 方程 的 个 数 , 则 a, G= 1.2, ,ms 


j 王 1,2,…,n) 称 为 方程 组 (2-7-1) 的 系数 ,6b;(i 二 1,2,…,m) 称 为 常数 项 。 
方程 组 中 未 知 量 的 个 数 与 方程 的 个 数 m 不 一 定 相 等 。 系 数 a 的 第 一 个 下 标 i 表 


示 它 在 第 i 个 方程 ,第 二 个 下 标 j KREET 


定义 2-7-2 如果 两 个 方程 组 有 相同 的 解 集 ,就 称 这 两 个 方程 组 是 同 解 的 。 
在 实际 解 线 性 方程 组 时 ,比较 简便 的 方法 是 消 元 法 。 在 中 学 代数 中 已 经 学 过 用 消 元 


法 来 解 简单 的 线性 方程 组 。 先 来 看 一 个 例子 。 
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要 


2xı 一 zz 十 3zs 一 1 
例 2-7-1 ates |e +2r: +52; 二 4。 
2zi 十 2zs 一 6 
解 ”用 第 2 个 方程 式 减 去 第 1 个 方程 式 的 2 倍 , 第 3 个 方程 式 减 去 第 一 个 方程 式 ,得 
Ë — ay + 3z; = 1 


4xz, — zs = 2 
Xs 一 Ts = 5 

日 第 2 个 方程 式 减 去 第 3 个 方程 式 的 4 倍 , 互 换 第 2 个 和 第 3 个 方程 式 的 次 序 , 得 
ñ — az: +3z; = 1 


z, — x; = 5 
3z; =—18 
z = 9 
o 
一直 


这 种 解法 称 为 消 元 法 。 消 元 法 实际 上 是 对 方程 施行 了 3 种 变换 : 

(1) 交换 两 个 方程 式 的 位 置 ; 

(2) 用 一 个 非 零 的 数 乘 以 某 一 方程 式 ; 

(3) 用 一 个 数 乘 以 某 个 方程 式 后 加 到 另 一 个 方程 式 上 。 

这 3 种 变换 就 称 为 线性 方程 组 的 初等 变换 。 

定理 2-7-1 初等 变换 可 以 把 一 个 线性 方程 组 变 为 一 个 与 它 同 解 的 线性 方程 组 。 

由 例 2-7-1 可 以 看 出 , 消 元 法 就 是 对 给 定 的 线性 方程 组 反复 施 以 初等 变换 ,来 得 到 一 
个 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 ,使 得 某 些 未 知 量 在 方程 组 中 出 现 的 次 数 逐 渐 减 少 。 换 句 话 
说 , 消 元 法 就 是 利用 初等 变换 来 化 简 方程 组 。 

在 消 元 法 解 线性 方程 组 的 过 程 中 ,实际 上 只 是 方程 组 未 知 量 的 系数 和 常数 项 在 进行 
运算 ,因此 方程 组 (2-7-1) 有 没有 解 以 及 有 什么 样 的 解 完全 决定 于 方程 组 (2-7-1) 的 系数 
和 常数 项 。 下 面 研究 线性 方程 组 (2-7-1) 的 系数 和 常数 项 。 

定义 2-7-3 方程 组 (2-7-1) 可 用 和 矩阵 表示 为 


AX = b 
其 中 ,和 矩阵 
an ax Ain 
A= azı Fi az 
am aa ` a, 
称 为 线性 方程 组 (2-7-1) 的 系数 矩阵 。 
b= (b, b | ba)" 
称 为 常数 项 矩阵 。 


X= (i n s Bm) 
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称 为 未 知 量 和 矩阵 。 
an ax ax b, 
aa ase ax bz 
(A b)= ; 
Am Am * Am b, 


称 为 线性 方程 组 (2-7-1) 的 增 广 矩阵 。 

显然 ,用 初等 变换 转换 方程 组 (2-7-1) 为 阶梯 形 矩 阵 就 相当 于 用 初等 行 变换 转换 增 
广 矩 阵 为 阶梯 形 和 矩阵 。 因 此 , 解 线性 方程 组 的 第 一 步 工作 可 以 通过 矩阵 来 进行 ,而 从 转换 
成 的 阶梯 形 矩 阵 就 可 以 判别 方程 组 有 解 还 是 无 解 。 在 有 解 的 情况 下 , 回 到 阶梯 形 方程 组 
去 解 。 因 此 , 消 元 法 解 线性 方程 组 的 步骤 如 下 。 

(1) 消 元 : 用 初等 行 变换 把 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 转换 为 阶梯 形 和 矩阵 。 

(2) 回 代 : 写 出 阶梯 形 和 矩阵 所 对 应 的 线性 方程 组 ,并 求解 。 

xı 2x: — 3x; =— 11 


—ai x H2z;=7 


例 2-7-2 解 线 性 方程 组 


2xı —3x: +x; =6 
一 3zi 十 zz 十 2zs 一 5 
解 ”利用 初等 行 变 换 , 将 方程 组 的 增 广 矩 阵 转换 成 阶梯 形 和 矩阵 ,再 求解 。 由 于 


1 2 =% =N 1 & =% 一 地 L É —#š = 
=i == 2 7 0 | <= © L =1 =4 
(A,b)= = 和 
2 =8 1 6 0 =f 7 28 0 0 0 0 
—3 1 2 5 0 7 —7 —28 0 0 0 0 


因此 ,其 等 价 方程 组 为 
zı + 2z: — 3z; =— 11 
L... =—4 
即 方程 组 的 一 般 解 为 
Wi = me — 3 
而 一 z, 一 4 
其 中 ,zs 为 自由 未 知 量 。 
事实 上 ,可 将 上 述 阶梯 形 和 矩阵 进一步 转换 为 行 最 简 形 矩阵 , 即 


L @ =3 = ] 0 =L =$ 
Ü f —1 — W W [=L 一 加 
0 0 0 0 = 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
便 可 直接 写 出 方程 组 的 解 为 
2Zl = z, —3 
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L 


其 中 ,zs 为 自由 未 知 量 。 
2xı 一 zz 十 3zs 一 1 
例 2-7-3 attra | — 2r: T5z; =4, 


2xı 一 zz 十 4zs 一 0 


Ë = s 1 = = 3 L E = 3 1 
解 (A b=|4 一 2 5 4| 一 |0 Q =] 21 一 |0 Ü < 2 
£ — 4 0 0 0 到. 一 下 0 0 Ó 1 


该 阶梯 形 和 矩阵 对 应 方程 组 中 的 第 三 个 方程 024 十 0zs 十 0zs 一 1 为 矛盾 方程 ,因此 原 方 
程 组 无 解 。 


ó = 
可 见 , 例 2-7-1 的 增 广 矩 阵 (4 0) 一 |4 2 5 4| 转 换 为 阶梯 形 和 矩阵 为 
ô Z Š 


0 1 —1 çle 
0 0 3 —18 
由 例 2-7-1 一 例 2-7-3 可 以 看 出 : 方程 组 有 解 或 无 解 ,以 及 解 的 个 数 与 矩阵 的 秩 有 
关 。 例 2-7-1 中 ,r(4)=r(4 4b) 二 3, 等 于 未 知 数 的 个 数 3, 方 程 组 有 唯一 解 ; 例 2-7-2 
中 ,r(4) 二 r(4 20) 三 2, 小 于 未 知 数 的 个 数 3 ,方程 组 有 无 穷 多 个 解 ; 例 2-7-3 中 ,r(4) 夫 
r(A 0) ,方程 组 无 解 。 
定理 2-7-2 ”线性 方程 组 (2-7-1) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 系数 矩阵 的 秩 等 于 增 广 矩 阵 的 
秩 , 即 r(4)=r(4 b), R r(A 5b)=n 时 有 唯一 解 。 当 (4 妃 二 2 时 ,有 无 穷 多 个 解 。 
2zli 十 2zs 一 Zas +xz,=4 
例 2-7-4 解 线性 方程 组 > —z: + 2r; =3 
Axı TTT TTZ; +zi = T 


解 ”对 增 广 和 矩阵 施行 初等 行 变换 如 下 : 


2 a = T 
(A b)=|2 —1 2 03 
4 1 ' + 
2 i 1 4 
mn 
>10 3 3 1 1 
rs — 2ri 
rn=r \0 0 0 0 0 
I 5 5 
10 5 > > 
awi 2 E 3 
— 1 1 
sx(-+) | 1 3 3 
ARS ow o ð 


由 此 得 r(4)=r(B) 一 2 一 4, 所 以 原 方程 组 有 无 穷 多 个 解 。 其 一 般 解 为 
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Cassa, 为 自由 未 知 量 ) 


在 线性 方程 组 (2-7-1) 中 ,车 b= 二 bs 二 … 二 5b 二 0, 则 方程 组 (2-7-1) 称 为 齐 次 线性 方 
程 组 。 
对 于 齐 次 线性 方程 组 


anay Hart 十 … 十 az 一 0 


anı Fart 十 … 十 az 0 
(2-7-2) 
math ésta d sss toda g | = 0 
显然 它 的 增 广 矩 阵 的 秩 与 系数 矩阵 的 秩 是 相等 的 ,根据 定理 2-7-2 可 知 , 齐 次 线性 方程 组 
总 是 有 解 的 。 可 以 得 到 以 下 定理 。 
定理 2-7-3” 齐 次 线性 方程 组 (2-7-2) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 矩阵 4 的 秩 
rCA<n., 
推论 2-7-1 "4 m<n 时 , 齐 次 线性 方程 组 (2-7-2) 有 非 零 解 。 
IFA n ARAR n 个 方程 式 的 齐 次 线性 方程 组 ,还 可 由 定理 2-7-3 推 得 以 下 
推论 。 
推论 2-7-2 "4 m=n 时 , 齐 次 线性 方程 组 (2-7-2) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系 
数 行列 式 |A | 二 0。 
xı Hr: +z; +z, +z; =0 
例 2-7-5 求 齐 次 线性 方程 组 十 2zs 十 zs 十 x4 一 3zs 二 0 的 解 。 
5z, +4xz; +3z; +3z, — x5 =0 
解 HMH T m=3<5=n, MANERA X 35 Z 4 it, 
对 系数 矩阵 A 施行 初等 行 变换 如 下 : 


K. ü 13 
A=|3 2 1 1 —3 


所 以 原 方程 组 的 一 般 解 为 
zl = zs + z, + 5z; 
(zavziyzs 是 自由 未 知 量 ) 


y =— z, — 2E — zs 
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w 
习题 2-7 
1. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 解 。 
3z 十 2y 十 3z 一 0 ZX 十 y 一 z= 二 0 
(1) 12z 十 3y 十 3z 一 0 (2) oaa 
3z 十 3y 十 8z 一 0 一 8z 十 2y 十 3z 一 0 


2. 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 的 解 。 
2zi 一 3zz 十 zs 一 Z4 一 3 


3zi tr: tx; +z, =0 
3zi — x: +5z; — 3x, =2 (2) 
åri — ti xy z=] 


2z, Ht t2; —2x;=3 
一 一 立 2 +z, +a m 一 各 


xi — 2r t3z;—x;=1 
(1) 


Zi 十 zz 一 Zs 一 0 
š, (15 sanmam s nnota 有 唯一 解 ? 
2x: +-Àz,=0 
xı Hx: jz; +z. =1 
(2) Ha | 并 求 出 它 的 解 。 
zz 十 2zs 十 6z 一 3 


问 量 组 的 线性 相关 性 


3.1 向 量 组 及 其 线性 运算 


在 实际 问题 中 ,有 许多 研究 对 象 需要 用 n 元 有 序数 组 来 表示 。 
n CREJ FE aix Harz: tHe Hae, =b 可 以 用 一 个 nn 十 1 元 有 序数 组 
(al yaz sdn ob) 
表示 ,n 元 线性 方程 组 的 一 个 解 也 可 以 用 元 有 序数 组 表示 。 
定义 3-1-1 由 实数 域 上 的 个 数 a1,as，…,a, 组 成 的 有 序数 组 , 称 为 n 维 向 量 。 
般 用 小 写 希 腊 字母 a ,8 ,y ,… 表 示 , 记 作 


a 
@= is 或 aTl= (asas, a,) 
a, 
其 中 , 数 a 称 为 向 量 a 的 第 (i 二 1,2,…,) 个 分 量 ;分 量 的 个 数 称 为 向 量 a 的 维 数 。 


al 


向 量 在 书写 形式 上 写成 一 列 , 称 为 列 向 量 , 如 < ;写成 一 行 , 称 为 行 向 量 ,如 (ai ， 


azs san) (OO ,Db,)。 
若 用 a ,B ,7 等 表示 列 向 量 , 则 a?,p" ,等 表示 行 向 量 。 有 时 也 可 将 列 向 量 写成 行 向 
量 的 转 置 形式 ,例如 : 


由 若干 个 同 维 行 ( 列 ) 向 量 构成 的 一 组 向 量 称 为 一 个 行 ( 列 ) 向 量 组 。 
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-一 
向 量 与 矩阵 有 着 密切 的 联系 : mXn HE |: 
an ax Ain 
qa q An 
a= : 


Am è Am °` 
中 的 每 一 行 (an saa ，… sam ) (i 二 1,2,…,m) 都 是 一 个 维 行 向 量 , 称 它们 为 矩阵 A 的 行 
向 量 组 ;每 一 列 (ay as sa, Gj 二 1,2,…,n) 都 是 一 个 m 维 列 向 量 , 称 它们 为 矩阵 A 
的 列 向 量 组 。 


Amn 


Li 8 5 
Gi i 1 š 
—1 1 —1 1 
向 量 (1,1,3,5),(0,1,1,3),( 一 1,1, 一 1,1) 称 为 矩阵 4 的 行 向 量 。 同 样 ,矩阵 A 中 的 每 


如 3X4 和 矩阵 4 一 中 的 每 一 行 都 是 一 个 四 维 行 向 量 , 把 这 3 个 四 维 


ifi 3N 5 
一 列 都 是 一 个 三 维 列 向 量 ,把 这 4 个 三 维 向 量 | 0 | || 1 |,| 3 | 称 为 矩阵 A 的 列 
= = u 


向 量 。 
nn 维 行 向 量 可 看 做 1X 的 矩阵 ,n 维 列 向 量 可 看 做 nX1 的 矩阵 。 
定义 3-1-2 设 有 两 个 n 维 向 量 
a= (arsazss,a,), B= (bi,bs,**,b,) 
若 它们 的 对 应 分 量 分 别 相等 , 即 
a =b (i=1,2,°,n) 
则 称 向 量 a 与 8 相等 , 记 作 a 二 B 。 
分 量 全 部 为 零 的 向 量 , 称 为 零 向 量 , 记 作 O, 即 0 二 (0,0,…,0) 或 O=(0,0,…,0)"。 
向 量 (一 aa ,一 az ,… ,一 a,) 称 为 向 量 a 二 (a ,as，…,a,) 的 负 向 量 , 记 作 一 a , 即 
—a= (—ajs —ass""9 一 Ce) 
定义 3-1-3 HAPA n HE it 
a= (arsazs" san)s B= (b,,b,,=-,b,) 
则 (ai Hbi 5@z 十 bs ,… ,a 十 b,) 称 为 向 量 a,B 的 和 , 记 作 a 十 B . 即 
a+ B= (a, +b saz + bzs" san + b,) 
向 量 与 向 量 8 的 负 向 量 一 8 之 和 , 称 为 向 量 a 与 8 的 差 , 记 作 a 一 B , 即 
a—B=a+(—P) 《ai — bı saz — bz Qu — ba) 
定义 3-1-4 设 向 量 c= (a ,as,… ,a,),k 是 实数 , 则 向 量 (kai ,kas,… skan) PRAI B k 
与 向 量 a 的 乘积 , 记 作 ka , 即 


ka= (kai,kas,** skan) 
向 量 的 加 法 ,减法 及 数 乘 运算 统称 为 向 量 的 线性 运算 。 设 a 二 (ai ,as，… ,a,) B= (b + 
bost sbn) 7 一 (cc 和 co) 是 实数 ,向 量 的 线性 运算 满足 以 下 运算 律 。 
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可 


(1) a+8=B+a 

(2) (a+BÜ)+y=a+ (B+?) 

(3) a+0=a 

(4) a+ (—a)=O 

(5) &Ca 十 B) 一 Aa 十 RB 

(6) (R 十 1)a 一 Aa 十 ia 

(7) k(la)= (hl)a 

(8) la=a 

定义 3-1-5 ”以 实数 为 分 量 的 全 体 维 向 量 的 集合 称 为 n 维 向 量 空间 , 记 作 R", n 维 
向 量 也 称 为 n 维 向 量 空间 R° 中 的 点 。 

例 3-1-1 已 知 向 量 @i 二 (1,1,0),as 二 (0,1,1),as 二 (3,4,0), 求 qi 十 qs 及 Ql 十 3as 一 


2a;。 
f @i 十 as==(15150) 十 (051,1)=(1 十 0;1 十 1,0 十 1)=(1,2;1) 
aı+3a:—2a;=(1,1,0)+3(0,1,1)—2(3,4,0) 
+3 X0 —2X3; 1 F3X1—2 X40043 Xt —2Xü) 
一 (一 5, 一 4,3) 
例 3-1-2 已 知 ci 一 (2,5,1,3),as 一 (10,1,5,10) ,as 一 (4,1, 一 1,1), 且 满足 
3(ai 一 a) 十 2(a: 十 a) = 5(a;+-a) 
Ra. 


解 由 3(ai 一 c) 十 2(e: 十 o) 一 5(es 十 e) 整 理 得 


a= (3a + 2a: 5a) 


6 
=L [3G2,5,1,3) +2010,1,5,10)— 504,1, 一 1,1)] 


习题 3-1 


1. 已 知 a=(0,1, 一 1,3) ,B= 二 (10,2,0,8), 求 一 a ,一 B ,a7,67,8 一 ac ,2a+3B。 
2. EB la,=(1,3,0,—1),a,=(2,5,3,1),a,= (3, —1, —2,1), R 3(ai—as) + 
2(a; +e,;). 


1 1 sa 
3. 已 知 矩 阵 4 一 | 0 一 1 1 3|. 写 出 4 的 所 有 行 向 量 和 列 向 量 。 
2 | 
4. 已 知 wi: 一 (1,2,3) ,ae 一 (1,0,2),8 一 (3,2,7), 且 8 一 al: 十 ke, 求人 。 
5. ENa, = 二 (2,1, 一 2),as= 二 (一 4,2,3),as 二 (一 8,8,5) ,满足 2ci 十 la: 一 as 一 O， 
R ke 
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3.2 向 量 组 的 线性 相关 性 


3.2.1 线性 组 合 


在 线性 方程 组 
anim Fanar ts = bi 
azlzl Fazat + ** + antn = b, 
mati Pq smp FÁ gaa, = b; 
中 , 若 记 
a, b 
as, b. 
a=| | G=1,2,=-,n), B=|. 
Ami b, 


则 线性 方程 组 可 用 向 量 的 线性 运算 表示 : 
ratrat T ka, = B 
因此 ,方程 组 是 否 有 解 的 问题 就 转化 为 是 否 存在 一 组 数 zx; 二 ki(i 二 1,2 
用 向 量 a1 ,as,… ,a, 的 线性 运算 表示 , 即 关系 式 (3-2-1) 成 立 。 
定义 3-2-1 设 有 nn HE iasan p , 若 存 在 一 组 数 ,…,k, ,使 得 
B= ki ait kz azt 二 knan 
成 立 , 称 向 量 B 为 a,,… ,a 的 线性 组 合 , 或 称 8 可 由 向 量 a , ,… ,a 线性 表示 。 
1 1 


Ka=2- 12 
seen) ,使 可 


3 5 
例如 ,Bi 0|,B:=|1|,8; | 1|,8,=| 3|1, 因 为 8B,=08: 十 28: 十 18: ,所 以 
=l l =Ë i 
PaT He: -B2 B RERIK o 
例 3-2-1 


任 一 2 维 向 量 组 we= (Cai saz tsan) KBE I] He = (1,0,---,0),e = 
(0,1,…,0),…,es 一 (0,0,…，,1) 的 线性 组 合 ,a 一 ai el 十 as ez 十 … 十 anen。 
注 : 称 向 量 组 El ,ez ,…,e, 为 7 维 单位 向 量 组 。 


例 3-2-2 判断 向 量 | j 是 否 为 向 量 组 | | (wawaq. 
解 ” 因 为 对 任意 一 组 数 名 ,hs ,有 


和 


所 以 向量 | 不 是 向 量 组 | ) (imanna. 
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Ku 


fJ 3-2-3 零 向 量 是 任 一 向 量 组 gi ,as ,…:,ew 的 线性 组 合 ,因为 O=0 * m +0 * 办 十 … 十 
0 。om。 
fJ 3-2-4 向量 组 gi ,as,… ,a 中 任 一 向 量 a; 都 是 该 向 量 组 的 线性 组 合 ,因为 
ai= 0. arte tl ear +0 ean G= 1,2,%,m) 


3.2.2 线性 相关 与 线性 无 关 


齐 次 线性 方程 组 AX=O 也 可 用 向 量 的 线性 运算 表示 : 
zi ata at T za = O 
其 中 ， 


a=| | G=1,2,…%…,n), O = 


a,; 0 
因为 零 向 量 是 任意 向 量 组 的 线性 组 合 ,所 以 齐 次 线性 方程 组 一 定 有 零 解 , 即 0 a, + 
0，as 十 … 十 0" an 二 O 总 是 成 立 的 。 而 齐 次 线性 方程 组 AX =O 是 否 有 非 零 解 的 问题 就 
转化 为 : 是 否 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 z =k ,使 关系 式 所 al 十 ae as 十 … 十 Aia ,一 O 成立 。 
EX 3-2-2 A n th itai ,as,…,a,, 若 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 所 skm 
使 得 


ki ait kz azt ° + kma m = O 
È PK E E Ba, ,a;.… .a 线性 相关 ,否则 称 向 量 组 a ,a;,… ,a 线性 无 关 。 
即 仅 当 数组 ,ks，…,k。 全 为 0 FH kiai tka, + + kna 一 0, 这 时 向 量 组 
alyaz, ,Qn 线性 无 关 。 


例如 ,向 量 组 w = [== [ Atm MARAR Oai +0a:=0 Zk, 


还 有 关系 式 2 a 十 3 es 一 O 等 关系 ;而 向 量 组 8, 一 (e= [jarax asur 


RA 0f +0 B, =O. 

一 个 向 量 组 不 是 线性 相关 ,就 是 线性 无 关 , 两 者 必 居 其 一 。 

注 : 

(1) 一 个 零 向 量 线性 相关 ,而 一 个 非 零 向 量 线性 无 关 。 

因为 当 a 一 O 时 ,对 任意 人 天 0, 都 有 Ra 一 O 成 立 ;而 当 & ZO 时 , 当 且 仅 当 人 一 0 时 ， 
ka=0 才 成 立 。 

(2) 两 个 2 G) a ,B 线 性 相关 , 当 且 仅 当 其 对 应 分 量 成 比例 。 

因为 a ,B 线 性 相关 等 价 于 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 k1,ks( 不 妨 设 如 天 0) ,使 得 ki a+ 
ka P=0; 7 kı atko =O 等 价 于 B 一 一 人 a ,也 等 价 于 a, 有 的 分 量 成 比例 。 


2 
(3) 车 向 量 组 中 有 一 部 分 向 量 ( 称 为 部 分 组 ) 线 性 相关 , 则 整个 向 量 组 线性 相关 ;车 向 
量 组 线性 无 关 , 则 其 任 一 部 分 组 皆 线 性 无 关 。 
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因为 设 g1,…,a;,arti,"… ,Qnm 中 的 部 分 组 a1,…,a, 线 性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 

br k. ,使 得 
bai T ka, = O 
因而 存在 不 全 为 零 的 数 有 ，…,k,,0，,…,0, 使 得 
khiairt = +k a, + 0an t H0 an= O 

AŽ, PPa sta, 0,41 Qn 线性 相关 。 

这 一 结论 的 第 二 部 分 用 反 证 法 易 证 。 

(4) 含有 零 向 量 的 向 量 组 O,ai ,az ,…,aw ,线性 相关 。 

因为 ALO 十 0ai 十 0a: 十 … 十 0an 一 O, 其 中 人 关 0, 所 以 向 量 组 O,al,as,… ,an 线性 
相关 。 

例 3-2-5 判断 向 量 组 el 一 (1,0,0,…,0)T,e: 一 (0.1,0,…,0)T,…,ev 一 (0,0,0，…， 
DT 的 线性 相关 性 。 

解 设 hei 十 kz ez 十 … 十 ke 二 O, 即 


1 0 0 0 
0 1 0 0 
kı Hkz t tk | . |= 
0 0 1 0 
也 就 是 

kı 

ka |_ 

k, 0 


由 此 可 解 得 二 0,ks 二 0,…,k, 二 0, 故 el ,es。，…,e, 线 性 无 关 。 
例 3-2-6 已 知 向 量 组 ai ,as ,as 线性 无 关 , 证 明 向 量 组 ai 十 cs ,az 十 csyas 十 ai 线性 
无 关 。 
证 明 W kila taz) +k: la: Has) +k: Cas Hai) =0, WA 
Cki +k) ait Cki + ho) azt (kz +k) as 一 O 
因为 ci ,az ,as 线性 无 关 , 所 以 


ki 二 ks 二 0 
aao 
ky 二 ks = 0 
即 
1 @ 全 0 
f 1 || |= lo 
0 ú Ua 0 


O 1 
由 于 系数 行列 式 |1 1 0| 三 2 入 0, 该 齐 次 方程 组 只 有 零 解 。 故 向 量 组 @ 十 wa ,os 十 os ， 
i 1 
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ata 线性 无 关 。 证 毕 。 
3.2.3 向 量 间 线 性 关系 定理 


定理 3-2-1 n j n 维 向 量 a ;一 (aa ,aw ,an)(i 二 1,2,…,n) 线 性 相关 的 充分 必要 
条 件 是 行列 式 


Qa Ge ° Am 
证 明 J ht Ha ,as,，…,a, 的 线性 相关 等 价 于 有 一 组 不 全 为 零 的 数 ,ks，…,k,， 
使 得 
kı a+ kz az+ + + kna, = O 


anx Harz H+H antn, = 0 


anzai Hanz 十 … 十 QanZn 


即 齐 次 线性 方程 组 “有 非 零 解 。 


amı a, z; T+ +a,,z,=0 


而 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 等 价 于 系数 行列 式 


an qa Qn 
a2 Az °° Am 
det A" = | . i .|=0 


即 det 4 一 det A 二 0。 证 毕 。 

推论 3-2-1 n 阶 方 阵 A 的 个 行 ( 列 ) 向 量 线 性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 4 为 非 
奇异 矩阵 , 即 det AZ0. 

例 3-2-7 因为 det 五 王 1 天 0, 所 以 交 维 单位 向 量 组 e ,es,… ,e, 线 性 无 关 。 

例 3-2-8 ”讨论 向 量 组 gi 二 (1.1.,0),az 王 (0.1,1),as 王 (0,4,1) 的 线性 相关 性 。 


I T Ó 
解 ”因为 行列 式 |0 1 1|= 一 3 天 0, 所 以 向 量 组 ai ,as ,as 线性 无 关 。 
0 4 1 


定理 3-2-2 ”向量 组 gi ,as ,…',aw 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 向 量 组 中 至 少 有 一 个 向 
量 是 其 余 疡 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 。 
证 明 
(1) 必要 性 。 因 为 向 量 组 el ,es*,…:aw 线 性 相关 , 则 必 有 一 组 不 全 为 零 的 数 如， 
ks，… ,An 使 得 
kiait krast + + kna n= O 


s- ECE) 


ABD ki #0, FÆ 
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Ha EER m—1 lb] Bta, ,… ,a 的 线性 组 合 。 

(2) 充分 性 。 不 妨 设 @i =k: az 十 … 十 ka n o WA 

(— 1) ait Ë; es 二 kam= O 

因为 (一 1) ,As k, 不 全 为 零 , 所 以 ql saz st a  #RFEMOS O 

定理 3-2-3 ” 若 向 量 组 ai ,as,… ,a B REH, Hasa: ,a 线性 无 关 , 则 B 可 由 
aliyaz,…,an 线 性 表示 , 且 表 示 式 唯一 。 

证 明 因为 cl ,…,a,,B 线 性 相关 ,所 以 必 存 在 不 全 为 零 的 一 组 数 kist skm ,使 得 

ki at +H kna nt RB= O 

E k=0, WA kiai T Tha z =O, H Ha ,as，,… an REEK, IIF ki 二 0,…,k, = 0, 

则 向 量 组 gj ,ws,…,aw:,B 线 性 无 关 , 与 已 知 矛 盾 。 


故 k 取 0, 从 而 有 BB ( theith s= 


下 面 证 明 表 示 式 唯一 。 若 
B=b aid + Ea, B= h arti + Loi, 
则 有 (ki—li ai 十 … 十 (As 一 /an 一 O 
因为 al ,az ,…,an 线 性 无 关 , 所 以 
太一 六 一 0 一 号 王 0 


即 
Ë = iaren =, 

所 以 8 由 ai ,as，… ,a 线性 表示 的 表示 式 唯一 。 

证 毕 。 

EX 3-2-3 ” 设 有 两 个 向 量 组 : (A) al ,as，… sa, RB) Bi,B,,…,P,, 如 果 (A) 中 每 一 
向 量 都 可 由 向 量 组 (B) 线 性 表示 , 则 称 向 量 组 (A) 可 由 向 量 组 (B) 线 性 表示 。 向 量 组 (A) 
与 向 量 组 (B) 可 以 互相 线性 表示 , 则 称 向 量 组 (A) 与 向 量 组 (B) 是 等 价 的 向 量 组 。 

向 量 组 的 等 价 关 系 具 有 以 下 性 质 。 

(1) 反 身 性 : 向 量 组 (A) 与 向 量 组 (A) 自 身 等 价 。 

(2) 对 称 性 : 若 向 量 组 (A) 与 向 量 组 (B) 等 价 , 则 向 量 组 (B) 与 向 量 组 (A) 等 价 。 

(3) 传递 性 : 若 向 量 组 (A) 与 向 量 组 (B) 等 价 ,向 量 组 (B) 与 向 量 组 CC) 等 价 , 则 向 量 
组 (A) 与 向 量 组 (C) 等 价 。 

定理 3-2-4 ”车 向 量 组 (A) 线 性 无 关 , 且 可 由 向 量 组 (B) 线 性 表示 , 则 ;过 i。 

推论 3-2-2 车 向 量 组 (A) 可 由 向 量 组 (B) 线 性 表示 , 且 二 ', 则 向 量 组 (A) 线 性 相关 。 

推论 3-2-3 ”等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 所 含 向 量 个 数 相 同 。 

推论 3-2-4 任意 nn 十 1 个 nn 维 向 量 线性 相关 。 

例 3-2-9 ”判断 向 量 组 gai 二 (1,3,2),as 二 (一 1,2,1),as 二 (6, 一 5,4),@as=(8,7,—6) 
的 相关 性 。 

解 由 推论 3-2-4 可 知 ,4 个 3 维 向 量 一 定 是 线性 相关 的 ,所 以 向 量 组 a1 ,as,a;， 
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ao: 线性 相关 。 

定理 3-2-5 ”如 果 向 量 组 al ,as*,…',aw 线 性 无 关 , 其 中 ij= 王 (aayaa， tsan) G51, 
2,…,m) ,那么 在 每 个 向 量 上 任意 添加 一 个 分 量 得 到 的 n 十 1 维 向 量 组 B, ,8: ,…',pB,。 也 线 
性 无 关 。 

HP, p= (ansar anbi) (i 二 1,2,…,m),b; 可 以 是 任意 一 个 位 置 的 分 量 。 

推论 3-2-5 WMR n 维 向 量 组 gi ,as,… ,a 线性 无 关 , 在 每 个 向 量 上 添加 个 分 量 ,所 
得 的 m 个 k 十 n 维 向 量 仍 是 线性 无 关 的 。 


习题 3-2 


1. i$ bi =a, +a; ,bs 二 qs 十 qs ,bs 二 qs 十 qa4 ,b= 二 qs 十 ql, 证明 向 量 组 bi ,bs b b, 线性 
相关 。 

2. it b, =a; ,2 一 al 十 as ,2 一 al 十 az 十 … 十 a,, 且 向 量 组 al,as,…,a, 线性 无 关 ， 
证 明 向 量 组 b ,b,，,…,b, 线性 无 关 。 

3. 判定 向 量 组 wi = (2, 一 1,0) ,az 一 (3,4,0) ,as 一 (0,0,2) 的 线性 相关 性 。 

4. 讨论 向 量 组 gi 二 (a,1,1) ,as= 二 (1,a, 一 1),@s 二 (一 1, 一 1,a) 的 线性 相关 性 。 

5. 已 知 @i 二 (1,1,1) ,gs 二 (0,2,5),@s 二 (2,4,7), 讨 论 向 量 组 gi a: KH iHa ,as ,as 的 
线性 相关 性 。 

6. 讨论 向 量 组 qi 二 (1,1,1) ,qs 二 (1,2,3) ,as 一 (1,3,2) 的 线性 相关 性 。 


3.3 向 量 组 的 秩 


对 任意 给 定 的 一 个 维 向 量 组 ,在 讨论 其 线性 问题 时 ,如 何 找 尽 可 能 少 的 向 量 去 表示 
全 体 向 量 组 呢 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 问题 。 

3.3.1 极 大 无 关 组 

一 个 线性 相关 向 量 组 的 部 分 向 量 组 可 能 线性 无 关 。 

例如 ,向 量 组 g (Je (= (= (jm 个 向 量 构成 的 部 分 组 线性 
无 关 。 由 两 个 向 量 构成 的 部 分 组 ai ,as .ai ,ai ,az ,as 等 也 是 线性 无 关 的 ,不 难 验证 由 三 四 
个 向 量 构成 的 部 分 组 均线 性 相关 。 取 部 分 组 ai ,as Ha =a, 十 as ,a: 王 2ai 十 2a:, 即 ai， 
azyasya 中 的 每 个 向 量 都 可 由 ci ,as 线 性 表示 。 在 一 个 向 量 组 中 具有 这 样 性 质 的 部 分 组 
极为 重要 ,为 此 先 给 出 下 面 的 定义 。 

定义 3-3-1 若 向 量 组 ai ,as ,… ,a; 的 一 个 部 分 组 gi ,as,… a. (rs WS: 

(1) al ,as ,…,a, 线 性 无 关 ; 

(2) 在 ci ,az ,…,a; 中 再 添加 原 向 量 组 中 任何 一 个 向 量 所 得 到 的 向 量 组 都 线性 相关 ， 
则 称 ei ,az ,… ,a; 是 向 量 组 gi ,as,… ,as 的 一 个 极 大 无 关 部 分 组 ,简称 极 大 无 关 组 。 

PE; 向 量 组 的 极 大 无 关 组 可 能 不 止 一 个 ,如 上 例 中 ,ai,Qs、a1,Q3 都 是 向 量 组 a1 ,Qs， 


64 


大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 


L 


as ,ai 的 极 大 无 关 组 ,但 它们 所 含 向 量 的 个 数 相 等 ,都 是 两 个 。 

全 部 由 零 向 量 构成 的 向 量 组 没有 极 大 无 关 组 。 除 此 之 外 ,任何 一 个 向 量 组 都 存在 极 
大 无 关 组 (至 少 存在 一 个 非 零 向 量 组 线性 无 关 ) 。 特 别 地 , 当 向 量 组 线性 无 关 时 ,其 极 大 无 
关 组 就 是 该 向 量 组 本 身 。 

定理 3-3-1 任 一 向 量 组 与 其 极 大 无 关 组 等 价 。 

证 明 设 向 量 组 gi sa: ,a 中 的 一 个 极 大 无 关 组 为 a1 ,as,… ,a i r= m 结论 显然 
成 立 。 

设 r 二 m, 显 然 向 量 组 gi ,as ,… ,a; 可 由 Qi ,as,… ,a 线性 表示 ;另外 ,由 于 a; 可 由 向 量 
组 al ,az ,…，,ar(i 一 1,2,…,r) 线 性 表示 ,又 由 于 ai ,as,…,a, 是 极 大 无 关 组 ,因此 向 量 组 
aiaa, a; G 二 7 十 1,…,m) 线 性 相关 ,可 知 aj 可 由 a1,as,，…,a, 线 性 表示 。 从 而 ， 
aiast an T a, ,as，… ,Qa, 线 性 表示 , 故 它们 等 价 。 证 毕 。 

推论 3-3-1 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 等 价 。 

EE 3-3-2 向量 组 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 个 数 相 同 。 


3.3.2 向 量 组 秩 的 定义 及 求法 


定义 3-3-2 向量 组 gi ,es*,…',aw 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 , 称 为 向 量 组 的 秩 ， 

记 作 
rlar azs" an) 

特别 地 ,规定 : 由 零 向 量 组 成 的 向 量 组 的 秩 为 零 。 

由 定义 知 ,向 量 组 Qi ,as，… ,a 的 秩 满足 如 下 不 等 式 : 

0 委 r(elyaz,…an) < m 

并 且 ,Dr(ei azs an) CMS h iHa, ,as ,… ,asw 线 性 相关 ; Orla az, ,an,) 二 m 兮 向 
量 组 gi ,es ,… ,a 线性 无 关 。 

定理 3-3-3 ”等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 。 

IEA m Án HE iai ,ay ,…,aw :可 以 得 到 一 个 矩阵 A: 


e an au j Ain 
e° azn qas ° An 
A= “|= 
Qm Am Am2 t Amn 
或 
an qa a, 
ai az Am2 
AT = (alyaz，…van) = ; 


Ain Qoa ** Am 
从 而 可 得 向 量 组 与 矩阵 的 如 下 关系 。 
定理 3-3-4 JEFE A 的 秩 等 于 矩阵 4 的 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 。 
一 个 矩阵 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 称 为 该 矩阵 的 行 ( 列 ) 秩 。 
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由 定理 3-3-3 可 得 ,矩阵 的 秩 、 矩 阵 的 行 秩 、 矩 阵 的 列 秩 相 等 。 因 此 求 向 量 组 的 秩 , 判 
别 向 量 组 是 否 线性 相关 都 可 以 利用 和 矩阵 的 秩 确定 。 
例 3-3-1 求 以 下 向 量 组 的 秩 。 
a; = (2:13; —1)" 
a= (3, —1,2,0y" 
as 一 (1,3,4, 一 2)7 
a= (4, —3,1,1)" 


# 由 
a 3 1 4 1 一 
I =] 3 —3| ner 2 3 1 4 
(al ,az ,ai ai ) = Ne 
3 2 4 1 2 4 i 
=i 0 —2 1 = ü — 1 
I =f 3 一 多 LL = 3 一 可 
闫 一 2r 4 
n—3n |0 5 —5 10|”*5 jo 1—1 2 
ntn |O 5 —5 10 0 5 —5 10 
~ =f 1 =2 a =l 站 一 党 
W. =f 3 一 3 
ra— Sre 
n+r |O E =4 2 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
可 知 ,r(ai,@z sa sa) = 2. 
1 一 2 3 = 
EEr 3 = 5 =8 
例 3-3-2 ”讨论 向 量 组 ai ape ipe =]; 的 线性 相关 性 。 
0 5 一 4 5 
解 由 
j 一生 村 二 有 二 次 & — 
rz — 3r 
= 5 —3|r—2n |0 5 — 0 
(ai yazyas yai) = 
2 ü 2 = 0 5 —4 0 
0 5 —4 5 0 la 
| — 2 $ =i i — kaa 
r —_ r 
n—r | 0 5 一 4 0 | === |0 一 
0 0 0 0 
0 0 0 5 0 0 0 0 


可 知 ,r(ai ,az ,as at) 一 3 一 4, 所 以 向 量 组 al ,ay ,as ,a4 线 性 相关 。 

利用 和 矩阵 及 初等 变换 可 以 求 向 量 组 的 秩 、 判 别 向 量 组 的 线性 相关 性 、 求 向 量 组 的 极 大 
无 关 组 ,以 及 将 其 余 向 量 用 极 大 无 关 组 线性 表示 等 。 具 体 方 法 如 下 。 

(1) 将 向 量 组 中 各 向 量 写成 列 向 量 ,构成 矩阵 4 一 (el ,az，…,aw)。 
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(2) 对 所 构成 的 矩阵 施行 行 初等 变换 ,将 和 矩阵 转换 为 行 简化 阶梯 形 和 矩阵 。 

(3) 在 行 简化 阶梯 形 矩 阵 中 ,每 行 第 一 个 非 零 元 所 在 列 对 应 的 向 量 是 向 量 组 的 一 个 
极 大 无 关 组 。 

(4) 其 余 列 向 量 均 可 由 极 大 无 关 组 线性 表示 。 线 性 表示 式 的 系数 就 是 该 向 量 对 应 于 
行 简 化 阶梯 形 和 矩阵 中 列 向 量 的 分 量 。 

例 3-3-3 求 向 量 组 a 二 (2 4 2),as=(1 1 0),;as=(2 3 1),a=(3 5 2) 
的 秩 及 一 个 极 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 。 

解 ”以 ai ,az ,aaa 为 列 向 量 的 矩阵 的 秩 , 就 是 该 向 量 组 的 秩 。 


2 1 2 3] =—2n (2 š 2 3 
s. 
(alyazyasya4) =|4 1 3 5 > 1 i 1 
2012 0 一 下 -f —1 
2 1 2 3 2i Š 
ra —ra rz X (— 1) 
> | 0 L 1 1 sd 1 1 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 
1 
2 0 ú 2) W to `” 1 
FS i i 1 
ü 1 1 1 
0 0 0 O 00 0 O 


FELA rla azyas'ai) 一 2, 上 alias 为 其 中 的 一 个 极 大 无 关 组 。 此 外 还 有 


as 一 Lata, a= arta: 
习题 3-3 


1. 计算 下 列 向 量 组 的 秩 ,并 判断 该 向 量 组 是 否 线性 相关 。 

(1) ai=(1;,—1,2,3,4)7,a, = (3,—7,8,9,13)1;a, = (—1,—83,0,—8,—3)1, 
ai 一 (1, 一 9,6,3,6)T。 

G A= (1 1) p= 58) mAT 
B.=(—1,—11,8,—3)7,B;= (2,—12,30,6)", 

2. Ear (1,2,—1)',a;= (2,4,))T,a, = (1,X,1)'。 

(1) à 取 何 值 时 ,i ,az ,as 线性 相关 ? 4 取 何 值 时 ,ai a; ,as 线性 无 关 ? 为 什么 ? 

(2) À 取 何 值 时 ,as 能 由 a1 ,as 线 性 表示 ? 

3. 求 下 列 向 量 组 的 秩 与 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 

a3 a= Lam 
g =L y ays, 


(2) a= (1,—1,2,4)T,a,=(0,3,1,2)',a,= (3507:14) sa =(1;—1;250)"s 
as 一 (2,1,5,6)T。 
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3.4 线性 方程 组 解 的 结构 


在 方程 组 有 解 的 情况 下 ,特别 是 无 穷 多 解 的 情况 下 ,如 何 去 求 解 ? 这 些 解 之 间 有 怎样 
的 内 在 关系 ? 如 何 去 表 述 这 些 解 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 方程 组 解 的 结构 问题 。 

3.4.1 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

齐 次 线性 方程 组 


anay Hart Hee Hant, = 0 


aaiZl Hant: 十 … Hawt, = 0 


Gy F Qs t Tda, = 0 
的 矩阵 形式 为 4X 王 0O, 其 中 : 


an ax ° a, Tı 0 
ie an qe i az T2 o= 0 
Am Am * Amn ža 0 
它 的 解 具有 下 述 性 质 。 


(1) 若 Xi ,Xs 是 齐 次 线性 方程 组 AX=O 的 解 , 则 X, +X, 也 是 方程 组 AX= O 的 解 。 
证 明 因为 Xi X, 是 齐 次 线性 方程 组 AX=O 的 解 , 即 AX 一 0,4X 一 0, 则 
A(X, + X,) = AX, +AX, =O+0=0 
所 以 ,Xi T X, 是 方程 组 AX=O 的 解 。 证 毕 。 
(2) # X, 是 齐 次 线性 方程 组 AX=O 的 解 ,c 是 任意 常数 , 则 cX, 也 是 方程 组 AX= O 
证 明 因为 Xi 是 齐 次 线性 方程 组 AX=O 的 解 , 即 AX, 二 0, 则 
A(cX1) = AX, = 0 = O 
所 以 eX, 是 方程 AX=O 的 解 。 证 毕 。 

(3) EXXX, 是 齐 次 线性 方程 组 AX=O 的 解 , 则 其 线性 组 合 kX HeX Hee 
kmXX 也 是 方程 组 4X=O 的 解 , 其 中 (i 二 1,2,…,m) 是 任意 常数 。 

由 以 上 性 质 知 , 齐 次 线性 方程 组 AX =O 的 解 的 任意 线性 组 合 仍 是 它 的 解 。 因 此 , 当 
TEHA AX=0 有 非 零 解 时 , 则 必 有 无 穷 多 个 解 , 这 无 穷 多 个 解构 成 了 方程 组 AX =O 的 解 
向 量 组 。 如 果 能 够 求 出 解 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 , 则 方程 组 AX=0O 的 全 部 解 就 可 由 该 
极 大 无 关 组 线性 表示 ,由 此 引出 基础 解 系 的 概念 。 

定义 3-4-1 如 果 X ,Xs,…,X, 是 齐 次 线性 方程 组 AX 二 0 的 解 向 量 组 的 一 个 极 大 
无 关 组 , 则 称 Xi ,XX ,… X, J Jy PEH AX =O 的 一 个 基础 解 系 。 

定理 3-4-1 如 果 齐 次 线性 方程 组 AX=O 有 非 零 解 , 则 它 一 定 有 基础 解 系 , 并 且 基 础 
解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 等 于 nor HEP r(A) = 一 zz 是 未 知 量 的 个 数 。 
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证 明 rA Sr Ai A 的 前 ~ 列 向 量 线性 无 关 , 于 是 A 经 过 初等 行 变换 化 为 的 
行 最 简 形 矩阵 为 
I š W py s 922 


0 1 ba b,,— 
0 “s 0 

0 0 

对 应 的 同 解 方程 组 为 
一 
| : (3-4-1) 
J = ama Ë Bas 
取 

Try 1 0 0 
Ero | 0 r 0 
Sa 0 0 1 


由 方程 组 (3-4-1) 得 


从 而 得 方程 组 AX=O 的 2 一 ”个 解 : 


=bn — bx — brr 
= ba — br — brne 
X=| 1 |x, =| 0 X -一 | 0 
0 1 0 
0 0 1 
下 面 证 明 Xi ,XX ,… ,XX,-, 就 是 方程 组 AX =O 的 解 向 量 组 的 基础 解 系 。 
iy 0 


0 Jj 0 
首先 ,由 于 ; al £ |) 线性 无 关 , 所 以 在 每 个 向 量 的 前 面 添加 x 个 分 量 得 到 
0 0 L 
的 n 一 r 个 n EHE X XX ,也 线性 无 关 。 
其 次 ,方程 组 AX=O 的 任 一 解 


第 3 章 ”向 量 组 的 线性 相关 性 69 
V 
A 
À, 
X= 
À, 
2, 
应 该 满足 方程 组 (3-4-1) , 即 
À; =— baks — Bi A, 


À; =— baàry — "t — bznrÀn 


4, =— badra — *** —5b,,— A, 


于 是 ,X 可 表示 为 

— bn biz 一 
一 — ba — bz t 

= nA e Oin : : : 
x= | ° Eaa aaa | ehea] >= 

一 区 1 0 0 

À, : 0 1 0 

Àn $ : 
0 0 1 


= ÀX, HAr X, + ee + 1,X er 
因此 ,方程 组 AX=O 的 任 一 解 都 可 由 Xi ,XX ,… ,XX,-, 线 性 表示 。 即 Xi ,Xs ，… X... 
就 是 方程 组 AX =O 的 一 个 基础 解 系 , 且 方程 组 4X=O 的 全 部 解 (又 称 通 解 ) 为 
aXı HeX + H CrX ar (ciyca c, 是 任意 常数 ) 
此 定理 的 证 明 给 出 了 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 及 全 部 解 的 方法 。 
例 3-4-1 解 齐 次 线性 方程 组 
2zl —z+ + 3x; = 0 
[e +2r: + 5r; = 0 
2xı + 5r; = 0 
解 ” 对 系数 矩阵 A 进行 一 系列 初等 行 变换 : 
2—1 3 
om [ 1 : 
0 4 一 1 


2 =l 3a [2 =L 3 

=i 
4 一 | 4 2 5 | 10 4 $ 
2 0 5 0 l 2 


2 -1 3) ,x/ 1) (2 —1 3)na-3n (2 —1 0 
rs—4rz "a ( 9 rz — 2rs 
一 % 2|——I 0 t 2j 1 到 

0 0 —9 0 FI 0 Ú 1 
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本 2 0 j nxt f 0 | 
o } 0—0 t 0 
0 0 1 O e l 

易 见 原 方程 组 只 有 零 解 , 即 
Zi 一 0 
Ts 一 0 

为 原 方程 组 的 解 。 


例 3-4-2 解 齐 次 线性 方程 组 
wr Tm ma hs = 0 
3x, + 2x; + z; + z, — 3zs 0 
zx + 2z; + 2z, 十 6z5 = 0 


5z, + 4zx; 十 3zs 十 3z — zs 0 


的 基础 解 系 与 通 解 。 
解 ”对 系数 矩阵 A 进行 一 系列 初等 行 变换 : 
igi ï i & % $ Ï 
rz 一 3ri 
a|” 9 š š ajas 0 q —@ 一 人 = 
Mott G ~ + ë £ $ 
-| Di 二 省 二 和 = 一 各 
Ë ü 4 0 á £ @ a =s 
nta |o í 2 2 élln loi 2 2 6 
mn-r |o o 000 vw ò w 0 
rs X (一 1) 
00000 vo o 0 ð 


因为 "(4) 王 2 二 5, 方程 组 有 非 零 解 (其 中 有 5—2=3 个 自由 未 知 量 )。 对 应 的 方程 组 为 
Zi 一 25 一 2 一 5zs 一 0 
8 十 2zs 十 2z 十 6zs = 0 
选取 zs ,ziyzs 为 自由 未 知 量 , 得 原 方程 组 的 同 解 方程 组 为 
xı = zs + =, + 5zs 
i == 2e — r — brs 
取 (zs ,ztyzs)7 分 别 为 (1,0,0)7,(0,1,0)7,(0,0,1)7 得 到 原 方程 组 的 一 个 基础 解 
系 为 


1 1 5 
一 2 == = 
X 一 1 |， X, = 0 |， X, 一 
0 1 
0 0 


通 解 为 
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- 
1 y| 
2 —2 = 
X = cX, +c,X, +X =c | 1|+c| 0H+c|l 0] Cascs 为 任意 常数 ) 
0 1 0 
0 0 1 
3.4.2 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 
非 齐 次 线性 方程 组 
anzai ai; oee Hamta = b, 
aza Tı A2272 ee Hann = b, 


Am Ti 十 an272 + ** + a,,.z, = bm 


的 矩阵 形式 为 4AX 一 05。 其 中 : 


an qe e an Tı b 
aqa q ax T2 b. 

A= z X= b= #0 
Am Am * a, =, bm 


将 b 改 为 O 时 ,得 到 相应 的 齐 次 线性 方程 组 AX =0 称 之 为 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 
导出 组 。 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 与 其 导出 组 的 解 有 着 密切 的 关系 。 

A) 如 果 Xi X: 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 两 个 解 , 则 Xi — X, 是 其 导出 组 的 解 。 

证 明 因为 X, .X, 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 解 , 即 AX, =b.AX, 二 5b, 则 

A(X, — X,) = AX, — AX, =b—b = O 

所 以 Xi — X, 是 其 导出 组 AX=O 的 解 。 证 毕 。 

(2) 如 果 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX= b 的 解 ,X。 是 其 导出 组 的 解 , 则 Xi +X, 是 方 
程 组 AX= b 的 解 。 

证 明 因为 X, 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 解 ,X。 是 其 导出 组 的 解 , 即 

An = Bh 二 

则 A(X, +-X,)=AX, +AX, =b+0=b 
所 以 Xi 十 X。 是 方程 组 AX=b 的 解 。 证 毕 。 

定理 3-4-2” 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 任 一 个 解 X 都 可 以 表示 成 

X = X` +X, 

其 中 ,X 是 导出 组 AX=O 的 全 部 解 ,XX* 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX= b 一 个 解 (通常 称 X * 
是 AX =b 的 特 解 ) 。 

证 明 设 X 是 非 齐 次 线性 方程 组 4X 一 "的 任 一 个 解 , 显 然 

X=X'+(X—X:) 
由 性 质 (2) 知 ,X 一 X* 是 其 导出 组 的 一 个 解 。 令 
X. = K— X 

则 X=X" +X, 
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定理 3-4-2 说 明了 非 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 个 解 都 可 以 表示 成 本 身 的 一 个 特 解 与 其 
导出 组 的 解 的 和 ,为 了 找 出 一 线性 方程 组 的 全 部 解 , 只 要 找 出 它 的 一 个 特 解 以 及 它 的 导出 
组 的 全 部 解 就 行 。 导 出 组 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,一 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 全 体 可 以 
用 基础 解 系 来 表示 。 因 此 ,根据 定理 可 以 用 导出 组 的 基础 解 系 来 表示 出 一 般 线性 方程 组 
的 一 般 解 。 如 果 x` 是 线性 方程 组 AX— b 的 一 个 特 解 ,Xi Xo ,…,X ,是 其 导出 组 的 一 
个 基础 解 系 ,那么 AX=b 的 任 一 个 解 X 都 可 以 表示 为 

X = X" +ciX i 十 cz 十 … 十 cr XII (clycy… ,cr 是 任意 常数 ) 

其 中 ,为 未 知 量 的 个 数 ,r 为 系数 矩阵 的 秩 。 

推论 3-4-1 在 线性 方程 组 AX==b 有 和 解 的 条 件 下 , 解 是 唯一 的 充 要 条 件 是 它 的 导出 
H AX=0 RAR fk. 


zi 十 zz 十 zs 一 1 
例 3-4-3 wayua te 
2x1 二 5zxs 一 zi=3 
解 ”利用 初等 行 变换 ,将 方程 组 的 增 广 和 矩阵 (4 545) 转换 为 阶梯 形 和 矩阵 ,再 求解 。 即 


ir 3 Aarm AD rg h. ü 3 1 
rs—2r ra—re 
(A b) 1 g =i b ”|0 3 一 3 3 >|0 3 —3 3 
2 5 —1 3 0 3 —3 1 00 0 一 2 
易 见 r(A)=2<r(A 5b) 二 3, 所 以 原 方程 组 无 解 。 
Zi 十 2zzs 一 37z3 一 4 
2zi 十 3z: 一 5z: 一 7 
例 3-4-4 解 线性 方程 组 1 wa n gaan 
十 3zs 一 9zs 一 9 
ps +5xz, —8z, =8 
解 ” 利 用 初等 行 jg 将 方程 组 的 增 广 和 矩阵 (4 5) 转 换 为 阶梯 形 和 矩阵 ,再 求解 。 即 
1 一 3 4 1 2—3 4 
re — 2r 
2 = Vm = 一 1 
(A b)= 
4 3 -9 o|==m |o —5 3 —7 
2 5 —8 8 0 1—2 o0 
1 2—3 4 1 2—3 4 
aeS 
assale =u 3 =A 0 le o =i a =4 
ntre |0 = 六 = 0 0 1 É 
0 © —1 —1 0 © —1 —1 
1 2—3 4 i gp f 
ri + 3ra 
n+n |0 —1 1 —1| r-r |0 —1 0 —2 
o G à+ w ë wi i 
0 0 0 0 0 00 O 
1 2 0 W L @ @ 3 
rx) |O 1 0 2|n-2r |O 1 0 2 
ü G W 4 ó o 1 1 
0 Ó GÓ O 0: @ Q O 


第 3 章 ”向 量 组 的 线性 相关 性 


73 


- 


易 见 (A) 二 r(4 5b) 二 3 二 n, 所 以 原 方程 组 有 唯一 解 为 


T3 


Zıt — x; Ht, =0 


例 3-4-5 MIRA zi — x +x; —3z,=1 


m— zi — 2z +3r =— 
RO PAETE 4 y PEH 0956) EECA 5) 转 换 为 阶梯 形 和 矩阵 ,再 求解 。 即 
i = a E = = È p 
六 二 站 
wa ye 
üI 1 
> ü. & —L 2 — 
t =} = F p wo i H 
nxt 1 | tn 2 
z o © ú= Ü [sta i 
k 2 Ó tt < 
i 2 
Op x 0 00 0 0 


易 见 r(A)=r(A 5b) 二 2<=4, 所 以 原 方程 组 有 无穷 多 解 , 且 原 方程 组 的 一 般 解 为 
Xl = z: + z, ++ 
zs = 2t +4 
取 (zz sæ) T 为 (0,0)7, 得 方程 组 的 一 个 解 为 
x = (4.0.4.0) 
对 应 导出 方程 组 的 一 般 解 为 


Zl = z+: +z, 
|. = 2r 
Casa) T 分 别 为 (1,0)7,(0,1)7 ,得 导出 方程 组 的 一 个 基础 解 系 为 
1 
1 0 
X, = ol’ X, = 2 
0 1 
从 而 求 得 原 方程 组 的 通 解 为 
Xl $ 1 
z: 0 1 0 
“ = L +a ó 十 cz 2 
Éq 2 0 1 
0 
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其 中 ,ci ,cz 为 任意 常数 。 


L 


可 以 把 原 方程 组 的 一 般 解 改写 为 


即 


+= + 


Ta = z+ 


二 
2 


F'02 F 0 


zs = 0zz + 2z, + + 


zx = 0z; +z, + 0 


“i ii 
Tz 1 
Xs 0 

0 


Ta 


从 而 求 得 原 方程 组 的 通 解 为 


其 中 ,cc 为 任意 常数 。 
习题 3-4 


Xl 
X2 
Xs 


T4 


° |= ° |= 


Fii 


t 


nonn 


+c 


omea 


° j= o |= 


nonr 


1. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 , 并 用 基础 解 系 表示 出 全 部 解 。 
2 十 zz 十 Za 十 4z4 一 3z5 一 0 


二 2 一 一 2 
CE = — 5x: +3z; +2z, 二 0 


= 


7zi —7z; +3z, +z, =0 


2. 求解 下 列 方程 组 。 
xı Hr: Hrs Hrs 
Imta tint. 
2z: tz t22 t 


KES 


十 zs 一 7 
xı — 3z; = —2 


6x5 =23 


8x, +3xz, +4z, +3z, — z5 =4 


2xı H4xz: — 2x; +5x, =1 


2 T22z|—m | t3 = 2 
w | 


—ay—2xzy-F-zy—z £ =4 


271 
(2) 


ea 


Sai 


(2) 


Xl 


Axı 


十 za 十 


ae f 


二 


tint 


aa 


3x; 5x, —5x5 =0 
T3 — 2x4 — x5; =0 


5xzs 十 6z 一 7zi5 一 0 


十 zz 十 zs 十 zi 十 zs 一 2 


2 一 5 一 人 
2z T 6z;=6 
上 3zs 十 3z — z; =4 


相似 年 阵 及 一 次 型 


4.1 向 量 的 内 积 KERERE 


4.1.1 向 量 的 内 积 


用 R" 表示 nn 维 行 向 量 空 间 , 即 
R" = {x = (zz £a) | Yi: € R) 
定义 4-1-1 两 个 浆 维 行 向 量 x 一 (ziyzzy…z),y 一 (yy ,yy) 的 向 量 内 积 


(x.y) = Dry: 


i=l 
两 个 同 维 向 量 的 内 积 是 对 应 的 分 量 的 乘积 之 和 , 它 是 一 个 实数 。 
显然 ,两 个 ? 维 行 向 量 x 王 (ziyz,…z),y 一 (yw) 的 向 量 内 积 为 (x,y) 一 


两 个 妈 维 列 向 量 x 王 (zz zy 一 (my yy)I 的 向 量 内 积 为 (x,y) 一 


例 4-1-1 求 向 量 a=( 一 1, 一 3, 一 2,7) 与 B=(4, 一 2,1,0) 的 向 量 内 积 。 
解 (a,B)=(—1)X4+(—3)X(—2)+(—2)X1+7X0=0 
对 于 任 取 的 &,1ER,x,y,zE R" ,向量 内 积 有 以 下 基本 性 质 。 

(1) 对 称 性 : (x.y)= (y,x), 

(2) 线性 性 : (kx ,y) 一 (xy) 一 ACx,y),Cx 十 yz) 一 (xz) 十 (yz) 。 
(3) 正定 性 : (x,x)220.Tf B (x,x) =0@x=0O. 

(4) 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 : (x,y) < (x.x)(y.y), 


4.1.2 向 量 的 长 度 与 夹 角 


定义 4-1-2 WHE x 一 (zza，…zo), 令 
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lall =/= |D 
i=] 


| x | A n ETR 的 向 量 长 度 (或 向 量 范 数 ) 。 

当 | xl =1 时 , 称 x 为 单位 向 量 。 

向 量 长 度 有 以 下 3 条 基本 性 质 。 

a) 非 负 性 : | <| 220.8 || xl =0x=0. 

(2) 齐 次 性 : || kx | = /Gx,kx)= VF (x,x)=|k|>x lx! 。 这 里 ,|A| 是 数 & 的 绝 
对 值 。 

O) 三 角 不 等 式 : lx+yl<I<x!l +I yl. 

性 质 (1) 和 性 质 (2) 是 显然 的 ,下 面 证 明 三 角 不 等 式 。 
施 瓦 茨 不 等 式 


y)? < (x,x)(y,y) = | xl e Hyl 
即 
[Gy |< lxi ellyll 
可 以 得 到 不 等 式 
|x+yl2= (x+ y,x+y)= (x,x) + (y,y) +2(x,y) 
< xl? + lyl2+2l xl .yl = H xl + ll yl: 
对 不 等 式 两 边 开 方 , 即 得 所 需 的 三 角 不 等 式 。 
当 xZO,yZO 时 , 称 


= aros Ge) 
lx] + Hyl 


为 向 量 * 与 y 的 夹 角 。 两 个 向 量 的 夹 角 总 介 于 0 与 之 间 。 
4.1.3 规范 正 交 基 


定义 4-1-3 设 V 为 向 量 空间 ,如 果 7 个 向 量 a1 ,oa ,…,arEV, 且 满足 ， 

(1) ai ,az ,…,ar 线 性 无 关 ; 

(2) V 中 任 一 向 量 都 可 由 ci ,as ,…',a* 线 性 表示 ， 
则 向 量 组 ai ,as,…,a, 称 为 向 量 空 间 V 的 一 个 基 ,r 称 为 向 量 空间 V 的 维 数 ,并 称 V 为 
维 向 量 空间 。 

定义 4-1-4 x= (tE En) Y= (yr y2 Yn) ER". WF, y) =0, WER 
x 5y EZ. WE x Ly. 

显然 , 零 向 量 与 任意 同 维 向 量 都 正 交 。 

定义 4-1-5 ”如 果 一 个 向 量 组 中 不 含 零 向 量 , 且 其 中 任意 两 个 向 量 都 是 正 交 的 (简称 
为 两 两 正 交 ) , 则 称 这 个 向 量 组 为 正 交 向 量 组 。 

定义 4-1-6 it S= (e .e,. i.e, )(2<m=<n) E R" 中 的 一 个 正 交 向 量 组 , 且 其 中 每 
个 向 量 都 是 单位 向 量 , 则 称 这 个 向 量 组 为 标准 正 交 向 量 组 。 若 向 量 空 间 的 一 个 基 是 正 交 
向 量 组 , 则 称 这 个 基 是 正 交 基 。 若 向 量 空间 的 一 个 基 是 标准 正 交 向 量 组 , 则 称 这 个 基 是 标 
准 正 交 基 或 规范 正 交 基 。 
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要 


常 把 标准 正 交 向 量 组 所 满足 的 两 个 条 件 合并 写成 内 积 等 式 
(aiyaj) = ó; = k sma 
0 ij 
定理 4-1-1 正 交 向 量 组 一 定 是 线性 无 关 组 。 
证 明 xxxn m> 是 一 个 正 交 向 量 组 。 如 果 有 向 量 等 式 
kixi + kox: + ° + k,x,, = O 
则 由 向 量 之 间 的 两 两 正 交 性 知道 ,对 于 任意 一 个 1 二 i 二 mm, 必 有 
Gni 二 二 Haa (O.x;,) 0 
AE E A E kaada ai TLE T A Ea == -- Rk. E E k (x; x,) 0 
H x,ZO #ll(x,,x,) 0 A k, =0G=1,2,--,m), FEX ,xs，… ,x 为 线性 无 关 组 。 
例 4-1-2 在 Rs 中 ,ei 王 (1.0,0),e: 一 (0,1,0),es 一 (0,0,1) 显 然 是 标准 正 交 向 量 组 。 
不 难 直接 验证 以 下 3 个 三 维 向 量 也 是 R 中 的 标准 正 交 向 量 组 。 


例 4-1-3 已 知 三 维 空间 R° 中 的 两 个 向 量 


ar 


正 交 , 试 求 一 个 非 零 向 量 z, 使 x,y,z 两 两 正 交 。 


x= 


解 记 
GHG =) 
A= = 
` š | == L 
解 线性 方程 组 
Tı 
i 1 oJ | 加 
z, | 一 
L a 3 0 
T3 
由 
(i 1 1 k 0 s) 
| | 0 4 
得 等 价 线性 方程 组 
人 
“a = 
从 而 得 基础 解 系 | oR =] 0| 即 可 。 
il i 
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4.1.4 施 密 特 正 交 化 方法 


因为 线性 无 关 向 量 组 未 必 是 正 交 向 量 组 ,所 以 自然 会 提出 问题 如 何 根据 已 给 的 线性 
无 关 向 量 组 ,构造 出 与 它 等 价 的 正 交 向 量 组 。 为 此 ,下 面 介绍 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 。 
如 果 已 经 给 出 含有 m 个 向 量 的 线性 无 关 向 量 组 
S= (aras, an} 
那么 一 定 可 以 按 以 下 步骤 得 到 正 交 向 量 组 
T= {Pi ,8 8) 
它 的 计算 步 又 如 下 ,利用 向 量 内 积 可 依次 求 出 所 需 的 向 量 : 


B=a 
PB:= a:— TE i B. 
Ç s B.) Cash) 


( kB ) ( rb) ( Bema) 
B= a Gpo (87 = Q Br 


(a, ËB) (ep,) (Was Bs D 
Bas 人 Bapo E = =a 


定理 4-1-2 S 二 {qi,@s，…,an) 与 T= 二 {PB Be ,…,B。} 是 两 个 等 价 的 向 量 组 。 

证 明 首先 根据 向 量 组 T= {p ,8: ,…:,B。)} 的 构造 方法 知 T= {pr ,8 …,B。) ,可 由 
S 二 {qi1,qs，… ,Qan} 线 性 表示 。 反 之 ,S 二 {qi ,as，… an) E h T= {p poste Bn RER 
示 。 例 如 : 


Bi= =a, 


B: = @:— aa B. = a a23 Ql 


B: Q3— as) B. a32 B: Q3— aa Q1— as (Qs— ax Q1) 


= as— az Q2— (azı — azaz ) @ı 


从 中 容易 得 到 每 一 个 ;表示 成 B1,B;,…,B; 的 线性 组 合 。 证 明 两 个 向 量 组 等 价 。 
证 毕 。 

因为 S 是 线性 无 关 的 向 量 组 ,所 以 每 一 个 8 和 0O, 于 是 可 以 把 T= (B. ,Bs，…,B,} 中 的 

一 个 向 量 都 单位 化 , 即 令 e; 一 


BOSh oo ,得 到 标准 正 交 向 量 组 个 = 


lees." e, l. 


Á = 4 
例 4-1-4 ita, 中 | 中 1 | ,试用 施 密 特 方法 把 这 组 向 量规 范 正 
= 1 0 
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£ sË.) ( 3b) 
B: =a; Ch G pI | 


再 把 它们 单位 化 ,得 


= il = 
aae H 1) 
1 == 1 

4 

1 

0 


—1 
-mn il 
a= e QS | 


eise: se; 即 为 所 求 。 

1 
1 
1 
fB ”as,as 应 满足 方程 aTx 二 0, 即 zi 十 zs 十 zx; 二 0。 它 的 基础 解 系 为 


“Url 


把 基础 解 系 正 交 化 , 即 为 所 求 , 即 


例 4-1-5 已 知 ci 一 , 求 一 组 非 零 向 量 e: ,ai ,使 a1,as,a; 两 两 正 交 。 


{Bi .8:) 
PË: (8.:B.) 有 


e; B. e; 


其 中 , (pi ,Bi)= 二 2,(B,,B:)= 二 1, 于 是 得 


-BERAG 


4.1.5 正 交 和 矩阵 
EX 4-1-7 WE n 阶 实 方 阵 A 满足 44TI 一 4I4 王 五 , 则 称 4 KERER. 
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例如 ,| Dh Ai Soe a E pe 部 是正 交 重 孟 。 

0 1 G = 一 Sin0 cos0 sin0 —cos0 
定义 4-18 AEn MERZER, x.y 是 两 个 n 维 列 向 量 , 则 称 线性 变换 y= Ax 为 


á A AÉ n 阶 正 交 和 矩阵 时 ,内 积 等 式 (Aa ,4B) 王 (a,B) 说 明 , 正 交 变 换 不 改变 任何 两 个 
向 量 的 内 积 , 因 此 ,也 不 改变 向 量 的 长 度 ,而 且 还 保持 两 个 向 量 之 间 的 正 交 性 不 变 。 因 此 ， 
正 交 变换 一 定 把 标准 正 交 向 量 组 变 成 标准 正 交 向 量 组 。 

定理 4-1-3 n 阶 实 方 阵 4 是 正 交 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 个 列 向 量 是 标准 正 
交 向 量 组 。 

由 正 交 和 托 阵 的 定义 及 分 块 矩阵 的 乘法 容易 证 明定 理 4-1-3。 

定理 4-1-3 事实 上 也 是 判别 一 个 方 阵 是 否 为 正 交 矩阵 的 方法 。 

由 于 4 的 行 向 量 组 就 是 4” 的 列 向 量 组 ,A 是 正 交 矩阵 当 且 仅 当 A" 是 正 交 矩阵 , 因 
此 只 要 对 行 向 量 组 或 列 向 量 组 检验 标准 正 交 性 即 可 。 

例 4-1-6 验证 以 下 两 个 方 阵 都 是 正 交 和 矩阵: 


NE OOE 
Pi 2 
Iai Z Zo g 
m= a gh s=|= A 2 
3 E s 

b g =i 


证 明 每 个 列 向 量 都 是 单位 向 量 , 而 且 两 两 正 交 ， 


习题 4-1 
1. É x= 中 -| 中 与 x 正 交 , 且 e 一 ix 十 y, 求 和 ea 。 
1 1 
ü 41 “| ga ,用 施 密 特 方法 把 这 组 向 量 正 交 化 。 
1 3 


3. 下 列 方 阵 是 否 为 正 交 和 矩阵 ? aa 


oja oj= o|o 


| 
| 
wl- ojs ojs 


“2 


1 62) | 一 


to|— 四 | 一 


wl o|e |= 


1 
2 
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4.2 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


定义 4-2-1 BAS; Hn 阶 实 方 阵 。 若 存在 某 个 数 4 和 某 个 维 非 零 列 向 量 

p ,使 
Ap = àp 
UPK A EA 的 一 个 特征 值 , 称 p 是 A EPRE 的 一 个 特征 向 量 。 

为 了 求 出 A 特征 值 和 特征 向 量 ,把 Ap 二 Xp 改写 成 QI 一 4)p 二 0, 再 把 4 看 成 待定 参 
数 , 那 么 p 就 是 齐 次 线性 方程 组 (XI 一 A)x 二 0 的 任意 一 个 非 零 解 。 显 然 , 它 有 非 零 解 当 
且 仅 当 它 的 系数 行列 式 为 零 , 即 

|a —A]|=0 

EXN 4-2-2 带 参数 4 的 n 阶 方 阵 4I 一 A 称 为 4 WED BE. C WITI IAI —A | E 
为 A 的 特征 多 项 式 。 称 | 一 A| 二 0 为 4 的 特征 方程 。 

根据 行列 式 的 定义 可 知 有 以 下 等 式 : 


A—an a kasa Ain 
一 4 和 一 azz *“ 一 Q2n 
| == -l 2 
(4-2-1) 
一 am anm 一 am 


(A — an) (À — az)" (QQ — an) + 

n IEA 的 特征 多 项 式 是 4 的 n 次 多 项 式 。A 的 特征 方程 的 个 根 ( 复 根 ,包括 实 
根 或 虚 根 ,r 重 根 按 个 计算 ) 就 是 A 的 n 个 特征 值 。 在 复数 范围 内 ,n 阶 方 阵 一 定 有 n 个 
特征 值 。 

综 上 所 述 ,对 于 给 定 的 n 阶 实 方 阵 A = (aj), 求 它 的 特征 值 就 是 求 它 的 特征 多 项 
式 (4-2-1) 的 nn 个 根 。 对 于 任意 取 定 的 一 个 特征 值 Ao A 的 属于 这 个 特征 值 4。 的 特征 向 
量 ,就 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (Mof 一 4)x=O 的 所 有 的 非 零 解 。 

注意 : 虽然 零 向 量 也 是 (Mof 一 人)x 一 O 的 解 ,但 O 不 是 4 的 特征 向 量 。 


1 Z 
例 4-2-1 i p JARN A 的 所 有 的 特征 信和 特征 向 量 ， 


2 
x =i =2 ' 
解 4 的 特征 方 隆 为 1 一 4 一 。 L J A 的 特征 方 各 为 
a=] — 
Mr-al=| |=xa-5=。 
一 2 1 一 4 


它 的 两 个 根 0.4, 5 就 是 A 的 两 个 特征 值 。 
来 求 特征 向 量 的 齐 次 线性 方程 组 为 


三 s a: 网 


即 
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GQ — L -2r = 0 
EN 十 (A 一 4)zz = 0 
xı — 2r: = -7 
属于 为 一 0 AHEM ROA RREN REA _ 可 取 p= ( | 
2zl 一 4zz 一 1 
4zi 一 2zz 一 0 


属于 一 5 的 特征 向 量 清 足 线性 方程 组 | ”可 取 |= (h 
2xı Hr: = 2 
这 就 是 4 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 


e mG H 
m- JO 


EF a 50 的 特征 向 量 全 体 为 kpi ,ki 为 任意 非 零 常数 ;属于 Xo 二 5 的 特征 向 量 全 体 为 
kapa ,As 为 任意 非 零 常数 。 

定理 4-2-1 n TEA 和 它 的 转 置 矩 阵 47 必 有 相同 的 特征 值 。 

证 明 ”由 转 置 矩阵 的 定义 得 到 矩阵 等 式 (A1 — A)T =A — AT ,再 由 行列 式 性 质 知道 

la —A |=| A-A" |=| —A' | 

这 说 明 4 和 A" 必 有 相同 的 特征 多 项 式 , 因 而 必 有 相同 的 特征 值 。 证 毕 。 
6 2 4 
2 @ 5 
4 2 6 
解 ” 先 求 出 4 的 特征 多 项 式 : 
一 6 2 4 


例 4-2-2 R A= 的 所 有 特征 值 和 特征 向 量 。 


|M —A | 2 4—3 2 0 à—3 2 
4 2 2—6 2—1 2 à—6 

A-E — =$ 

=| 0 A= —2 

0 一 和 一 


Q —2)[Q —3)Q —10) —2 X 4J 

Q— 2A? — 134 +22) = Q — 2} A —11) 
因此 ,4 的 特征 值 为 X41 二 Xs 二 2,Xs 二 11。 
用 来 求 特征 向 量 的 齐 次 线性 方程 组 为 


一 6 一 2 一 4 人 fa 
Z A8 2 || z |= O 
—4 —2 1 一 6 八 zs 


一 4zi — 2x: — 4r; =0 
sa 2zi 一 zz 一 2zs 一 0 ,BP z; 2 (a t 


一 4zl 一 27zz 一 4zs 一 0 


QI —A)x 


Tı 
Jš F à 54252 的 特征 向 量 p= : 


T3 
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zs)。 据 此 可 求 出 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 : 


1 
gh = 
0 


p= 


0 
=f 
L 


Tı 5xı — 2x: — 4x; =0 
JAF A = 11 的 特征 向 量 p= | zz aaf 2zi: 十 8rz 一 2zs 一 0, 在 前 两 个 方程 中 消去 
X3 一 4zl 一 2zz 十 5zs 一 0 


xs, 可 得 9 一 18zz 一 0,zi 一 2zs。 消 去 zi, 可 得 18z* 一 9zas 一 0,zs 一 2zs。 
于 是 可 求 出 特征 向 量 : 


RTF d =A: =2 的 特征 向 量 全 体 为 {kipi 十 kspz1k1,ks ER 且 k1,k 不 全 为 零 )。 属 于 
;二 11 的 特征 向 量 全 体 为 {kp31kER 上 且 人 天 0) 。 
定理 4-2-2 设 hi ,hs ,…，, 为 风 阶 方 阵 4=(o) 的 全 体 特 征 值 , 则 必 有 
3 = Su, = tr(A), TIa =já] 
HP tra H A= a ) 中 的 个 对 角 元 之 和 , 称 为 A 的 迹 。|A| 为 A 的 行列 式 。 
“证 明 ”在 关于 变量 4 的 恒等式 


| M —A |= QA)Q—A) (A — àn) = 2" (Xap ++ D" JIa 
i=l i=1 


中 取 4=0 即 得 | 一 41= (一 D" 141= (一 2" [Ti; 所 以 必 有 141= DA. 
i=l i=l 


再 据 行 列 式 定义 可 得 
| M —A |= — an) (A — az) À — am) Hin DARA Ar MaA 的 项 } 


=" — (Da AT + + (G! DARE 2" MA 的 项 } 
i=l 


$E AI —A |A ERRA EREA BJ AT A 09 # 3⁄8 , BI 2 = Dias. 证 毕 。 
定理 4-2-3 设 A 为 n Bi Jy E, f (z=)=a,z"+a,-i2"” 十 … 十 az 十 ao 为 m K£ 
项 式 。 
JCA) = anA" Hami A 二-… 十 aA 十 aol, 
为 对 应 的 4 的 方 阵 多 项 式 。 如 果 Ap 二 2p, 则 必 有 /f(A4)p= 二 /(4)p。 这 说 明 f(A) 必 是 
了 (4) 的 特征 值 。 特 别 地 , 当 /(4) 二 QO 时, 必 有 (4) 二 0, 即 A 的 特征 值 必 是 对 应 的 m 次 
多 项 式 /(z) 的 根 。 
“证 明 ” 先 用 归纳 法 证 明 对 于 任何 自然 数 &, 都 有 Atp 二 4*p 。 
%4 k=1 时 ,显然 有 Ap 二 2p 。 
假设 Atp 二 Xp 成 立 , 则 必 有 
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A= Aa = = 
EE XE FAE HIRE k ABH Atp =p. TÆ VA 
f(A)p =(anA" +a, A"! +- +a A +H aE) p 
=a, (A"p) Hami (Ap) +° + a, (Ap) + a (E,p) 
=(a,À" Hami À + +a, tap 
= £p 
当 (4)=O 时 , 必 有 fOQ)p= f(A)p=O, AH pOK fOA)=0, 
(1) 求 方 阵 多 项 式 的 特征 值 , 只 要 求 出 A 的 一 个 特征 值 4, 那 么 /(4) 一 定 是 
(4) 的 特征 值 ; 
(2) 车 A 是 和 A 的 特征 值 , 则 XA? 是 A? 的 特征 值 ;车 AA 可逆 , 则 区 是 人 -的 特征 值 。 
例 4-2-3 设 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1, 一 1,2, 求 4" 十 34 一 2 的 特征 值 。 
解 ” 由 A 的 特征 值 全 不 为 0 知 4 可 道 ,从 而 A 二 14147!。 而 |A41=1X( 一 1) Xx2= 
一 2, 所 以 


WA) 王 4 十 34 一 2 ZA 34 — 2 


则 有 
sQ) = 一文 十 3 一 2 
从 而 可 得 y(4) 的 特征 值 为 
JE 一 二 3 
习题 4.2 
1. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 。 
= 六 3 6 — j i 2 — 2 
DI-430| @| oz20o6| | 5 — : 
102 =à 1 8 = 和 Gë = 


2. 已 知 三 阶 和 矩阵 A 的 特征 值 为 1,2,3, 求 4: 一 54: 十 74 的 特征 值 。 
3. 已 知 三 阶 和 矩阵 A 的 特征 值 为 1,2, 一 3, 求 |A* 十 34 十 2T| 。 


4.3 相似 矩阵 


定义 4-3-1 设 A,B 都 是 n 阶 方 阵 , 若 存 在 n 阶 可 道 和 矩阵 P, 使 得 
PAP=B 
则 称 B 是 A 的 相似 矩阵 ,或 者 说 矩阵 4 与 B 相似 。 对 A 进行 P 'AP 变换 称 为 对 A 进行 
相似 变换 ,可 逆 和 矩阵 己 称 为 把 4 变 成 B 的 相似 变换 矩阵 。 
定义 4-3-2 设 A 是 一 个 n MI E. #r ff fE n Et n] p EB E P , E 49 
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PAP = A= diag(A) ,Ns ,°° sÀn) 

则 称 A 相似 于 对 角 和 矩阵 ,也 称 A 可 以 相似 对 角 化 ,简称 A 可 对 角 化 。 

定理 4-3-1 设 ,Xs,… Àn 是 方 阵 A 的 m 个 特征 值 ,pi ,ps，… ,ps 依次 是 与 之 对 应 
的 特征 向 量 。 如 果 AY A... An 各 不 相等 , 则 pi ,ps，… ,pn 线性 无 关 。 

证 明 设 有 常数 ,zz，… ,zm 使 Tipi 十 zzpzs 十 … 十 zmpm 一 0, 则 

A(ziDi 二 zopzs 二 十 Zapn) = O 

即 Mizlipi 十 M2zzpz 十 … 十 Muznpn 一 O 

以 此 类 推 , 得 

Xapi Mrapst .Arapa = O (一 1,2, 7 一 1) 
把 以 上 各 式 写 成 矩阵 形式 ,得 


1 à a 
Í à E a 
CLIPE Prs Tapn)| O “ ,|= (0,0,…,0) 


Àm ... am: 

上 式 等 号 左 端 第 二 个 矩阵 的 行列 式 是 范 德 蒙 行列 式 , 当 Aa Azot sAn 互 不 相等 时 ,该 

行列 式 不 等 于 零 , 从 而 该 矩阵 可 逆 , 于 是 有 
(zipiyrzpzznpan) 一 (0,0, ,0O) 一 Zipi =O (j= 1,2,-*,m) 

但 p, ZO, k zi 一 zz 一 … 一 Zn 一 0, 所 以 向 量 组 pi ,ps，… ,pn 线性 无 关 。 

定理 4-3-2 若 n 阶 方 阵 4 与 B 相似 , 则 A 与 B 的 特征 多 项 式 相 同 ,从 而 其 特征 值 
相等 。 

证 明 AASB 相似 , 即 有 可 北 逢 阵 P, 使 P APB. ik 

| M —B |=| P> ADP— P AP |=| PQI—A)P|I=|A—A| 
Ài 


推论 43-1 车， 阶 方 阵 4 与 对 角 降 A 一 | O AI aa Asse sàn 就 是 


A 的 全 部 特征 值 。 

定理 4-3-3 n 阶 方 阵 4 相似 于 对 角 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 有 个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 。 

À, 
证 明 vgt p ap- © ， [=A , 则 有 AP==PA。 
), 

+ P= Cpi spar p Ë P MERINA 099818 BERAR M h P B n 38 Bš 1: 138 i 

量 组 (pi ,ps，…,p,) 为 线性 无 关 向 量 组 。 因 为 
AP = A(pi+ps soos p.) = (Api,Ap;2,**,Ap.,) 
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À, 
Àz 
PA= (pipas sss Pa) -. = Qipi P25% npn) 
Àn 
所 以 ,由 AP 二 PA n| NL RE EER 
(Api,Ap2,°…,Ap,) = (Ài Pi sÀ2 P2 9*** ÀA,p,.) 

由 此 可 得 列 向 量 等 式 Ap =) p G =1,2,---,n), 

这 就 证 明了 P 的 n 个 列 向 量 就 是 A 的 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

充分 性 。 设 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 {pi s post spa) e E 

Ap; =Ap; (=1,2,°,n) 
则 P==(pi,ps，…,p,) 是 nn 阶 可 道 和 矩阵 ,而 且 满足 
AP =A(p, spa ° Pa) = (AiPi sÀ2 P2 Mpn) 
A, 


Àz 
=(p p: °° p.) 2 = PA 


即 P ''AP=A 为 对 角 和 矩阵 。 
推论 4-3-2 WMR n KIEA 的 个 特征 值 各 不 相等 , 则 4 与 对 角 阵 相似 。 
Z= 2 1 
G $ 3 ll 
=L j — =] 
(1) 求 参数 a,b 的 值 及 4 的 特征 向 量 p 对 应 的 特征 值 ; 
(2) A 是 否 与 对 角 阵 相似 ? 
解 (1) 设 A 的 与 特征 向 量 p 相对 应 的 特征 值 为 4, 可 得 方程 组 I 一 A)p 二 0, 即 


à—2 1 —2 1 0 
5 à—a 3 1 0 
= 0 


Bj 4-3-1 设 A= 的 一 个 特征 向 量 为 p= 


l 一 b 十 2 
A+1=0 
亦 即 aaa 
一 一 5 一 1 一 0 
解 得 一 一 1,a 王 一 3,0 一 0。 
z £ — 
(2) 由 |MT 一 4| 5 2+3 3 |=(CA 十 1)3 一 0, 可 得 4 三重 特征 值 M; —= 4, = 
íi 0 a42 
W ===, 


由 于 
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1 0 1 LS m: 
Was 5 2 3F>10 2 gl 
g l =g J g 


0 
0 

由 此 可 得 ~( 一 [一 4) 王 2 一 r 一 3 一 2 一 1, 因 而 三 阶 方 阵 4 的 与 一 一 1 对 应 的 线性 无 关 

的 特征 向 量 组 仅 有 一 个 向 量 , 故 4 不 可 以 对 角 化 。 


1 L 
0 L 
0 0 


习题 4-3 
ool 
l 设 4=|1 1 z|' 当 z 为 何 值 时 ,矩阵 4 能 对 角 化 ? 
下 0 地 
201 
2 sa-l; 1 x (RAR fa 4k. oR zx 为何 值 ? 
4 0 5 


4.4 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


n DKE A = (a; JER RRE RSAT =A, BI 
aj =a; (Vi,j= 1,2,--,n) 
定理 4-4-1 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 一 定 是 实数 ;特征 向 量 一 定 是 实 向 量 。 
“证 明 设 复数 ) 为 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 , 复 向 量 x 为 对 应 的 特征 向 量 , 即 Ax 二 Xx， 
x=0, 
J RIR A IRR x 表示 x KHE e ht, 
Ax = Ax = Ax =A = 1x 


于 是 有 xXTAz==xT(Ax)=x(x)=2xTx 
及 xTAx=(xTAT)x=(Ax)Ix=(1x)!x=2 x!x 
两 式 相 减 ,得 (MA 一 1)xTx 一 0 


但 因 x* 天 0, 所 以 了 xz = 》) ziz; 一 2) |zi| 关 0=) 一 [一 0, 即 1 一 X, 故 ) 是 实数 。 
i=l 


i=l 
显然 , 当 特 征 值 4; 为 实数 时 , 齐 次 线性 方程 组 
(4 一 MDx 一 O 
是 实 系数 方程 组 ,由 | 一 4 人 | 三 0 知 其 基础 解 系 由 实 向 量 组 成 ,所 以 对 应 的 特征 向 量 为 实 
向 量 。 
证 毕 。 
定理 4-4-2” 实 对 称 和 矩阵 A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 一 定 是 正 交 向 量 。 
证 明 Ü Api Api ,Ap 一 Mpa À Aà 。 分 别 计算 以 下 两 个 实数 : 
pi (Ap;) = pi Azp) = àz Pi po 
(piA)p: = (pTAT)p, = (Ap: )7 p: = (A1 pı)" Pz = àÀı Pi Pz 
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因为 pl (Ap:) = (PTA) p: = piAp: 
所 以 hspi P2 k= à Pi P2 ， Ai — à: )pi p: 一 0 
再 根据 AYA, 即 可 证 得 pi ps 二 0,(pi,ps) 二 0, 所 以 pi L ps。 


证 毕 。 
若 存在 正 交 和 矩阵 了 ,使 得 P-'AP 二 B, 则 称 矩 阵 A 正 交 相似 于 和 矩阵 B。 
定理 4-4-3 设 A 为 n 阶 对 称 和 矩阵 ,4 是 A 的 特征 方程 的 ~ 重 根 , 则 XI 一 4 的 秩 
r~(GOT 一 4) 一 2 一 r, 从 而 对 应 的 特征 值 X 恰 有 > 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 
证 明 i. 
定理 4-4-4( 对 称 矩 阵 基 本 定理 ) ”对 于 任意 一 个 nn 阶 实 对 称 和 矩阵 4, 一定 存在 n 阶 正 
交 和 矩阵 了 ,使 得 
À, 
P 'AP = PT4P = l. . =A 
Àn 
ITEA 中 的 ?个 对 角 元 Ai ,… 就 是 A 的 ?个 特征 值 。 反 之 ,凡是 正 交 相似 于 对 
角 和 矩阵 的 实 方 阵 一 定 是 对 称 和 矩阵 。 
“证 明 设 A 的 互 不 相等 的 特征 值 为 A1 ,Xs，… ,A, ,它们 的 重 数 依次 为 ,ro，,…,r,, 且 
i 十 rz 十 … 十 rx; 三 n, 于 是 对 应 于 特征 值 4;(i 二 1.2,…,s) 恰 有 x; 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
把 它们 正 交 化 并 单位 化 ,可 得 x; 个 单位 正 交 的 特征 向 量 。 由 r trte tr =n n 
样 的 特征 向 量 共有 nn 个 。 
由 定理 4-4-2 可 知 ,对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 , 故 这 个 单位 特征 向 量 两 两 
正 交 ,于 是 以 它们 列 向 量 构成 正 交 矩 阵 也 ,并 有 P ''AP=A 。 
其 中 对 角 和 矩阵 A 的 对 角 元 素 含 r 个 ,ro 个 Xo,… sr, 个 4,, 恰 是 A 的 个 特征 值 。 
定理 4-4-4 说 明 ,n 阶 实 方 阵 A 正 交 相似 于 对 角 和 矩阵 当 且 仅 当 A 是 对 称 和 矩阵 。 
定理 4-4-4 中 所 得 到 的 对 角 和 矩阵 A 称 为 对 称 和 矩阵 A 的 正 交 相似 标准 形 。 
关于 定理 4-4-4, 特 作 以 下 说 明 : 
(1) 当 书 是 可 逆 和 矩阵 时 , 称 了 =P-14P 与 4 相似 。 当 P 是 正 交 和 矩阵 时 , 称 B= P AP 
5 A 正 交 相似 。 
(2) 因为 对 角 和 矩阵 A 必 是 对 称 矩 阵 , 所 以 , 当 A 正 交 相似 于 对 角 和 矩阵 A 时 ,根据 严 4P 一 
人 4 就 可 推出 4=(PT)-IAP- 一 (P-:)TIAP-: ,于 是 必 有 
A? = (P'byFA (pay = qp UP Y= 
这 说 明 A 必 是 对 称 矩 阵 。 
(3) 既然 n 阶 实 对 称 矩 阵 A 一 定 相似 于 对 角 和 矩阵 ,说 明 4 一 定 有 7 个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 , 属 于 每 一 个 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 个 数 一 定 与 此 特征 值 的 重 数 相等 , 它 就 
是 用 来 求 特征 向 量 的 齐 次 线性 方程 组 的 自由 未 知 量 个 数 。 
两 个 相似 的 矩阵 一 定 有 相同 的 特征 值 ,但 有 相同 特征 值 的 两 个 同 阶 方 阵 却 未 必 相 似 。 
但 对 于 对 称 和 矩阵 来 说 ,有 相同 特征 值 的 两 个 同 阶 方 阵 一 定 相似 。 
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下 面 用 实例 说 明 如 何 求 出 所 需 的 正 交 和 矩阵 P。 


S 一 此 
2 2 
例 4-4-1 求 出 4 一 | 1 3 0 | 的 正 交 相 似 标准 形 。 
2 2 
0 0 


3 
解 易 见 tr(4) 二 14| 二 6。 先 求 出 特征 方程 。 
3 1 
iS g 0 
lu—A|=] 1 3 o Q—1)Q—2)Q —3) = 0 
Š 2 
0 0 A&— 3 
它 的 3 个 根 为 为 二 1; 一 2 一 3。 
-4n ++ = ; 
属于 为 一 !1 的 特征 向 量 满足 1 ，_ 1 o waeatw- 吉 | 
2 2 |o 
—2z;=0 
j a 1 
qu a. 
属于 =2 的 特征 向 量 满足 | 2 2 , 取 单位 解 向 量 ps 一 | 一 1 | 
PRR 看 
z, =0 0 
Zenta =0 0 
属于 一 3 的 特征 向 量 满足 | ， 。 一 取 单位 解 向 量 ps 一 |0 |. 
ot “i 2 z =0 1 
D 
Y W 
F P= pp) 1 1 0|' 因 为 3 个 特征 值 两 两 互 异 , 所 以 己 必 为 正 交 
JE A 
0 0 1 
矩阵 ,而 且 有 


注意 : 在 求 矩 阵 的 正 交 相似 标准 形 时 ,在 正 交 佐 阵 了 中 的 特征 向 量 p; 的 排列 次 序 和 
ITAA 中 的 特征 值 Mi 的 排列 次 序 ,其 排列 方法 不 是 唯一 的 。 但 是 p; 必须 与 4; 互相 
对 应 , 即 P 的 各 列 的 排列 次 序 与 特征 值 的 排列 次 序 必须 一 致 。 

例 4-4-1 中 给 出 的 三 阶 对 称 方 阵 的 3 个 特征 值 都 是 单 重 根 ,所 以 ,分 别 求 出 的 3 个 特 
征 向 量 一 定 是 正 交 向 量 组 。 只 要 把 它们 逐个 单位 化 ,就 可 拼 成 所 需 的 正 交 和 矩阵 。 如 果 某 
个 对 称 和 矩阵 的 特征 值 有 一 些 是 重 根 .那么 求 出 所 需要 的 正 交 矩阵 的 方法 就 会 复杂 一 些 。 
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不 过 容易 求 出 可 道 矩 阵 忆 ,使 P 'AP H3} fh EKE 


4 2 2 
例 4-4-2 求 出 4 一 |2 4 ' nawan 
P # 3 
解 ” 先 求 出 特征 方程 。 
=A —2 = i 三 如 =É 
|a —A | 2 à—4 2 |= a—8)|1 2—4 2 
一 2 —2 4—4 1 一 2 4—4 
I — = 
@— 8) 0 Q—22Q —8) = 0 
Ç o A=? 


它 的 3 DRH A =8, =; =2, 
4xı — 2x2: — 2x; =0 

wras manae] 2x, H4x — 2x; =0, B) zi 一 zz 一 zs 可取 解 p, = 
— 22 s 2zz 十 4zs 一 0 

属于 A, =, =2 的 特征 向 量 满足 zi 十 zz 十 zs 一 0, 可 取 两 个 线性 无 关 解 : 


q 0 
h= ， p: = 1 
= 一 是 


1 
1|。 
1 


1 1 0 8 
Etnies ee | 0 1 | 满足 P-14P 一 | 
1 一 1 一 1 2 
注意 : 如 此 生成 的 是 可 逆 和 矩阵 , 它 未 必 是 正 交 矩阵 , 即 未 必 有 P-14P 一 PTAP。 
4 22 
例 4-4-3 求 出 4=|2 4 2| 的 正 交 相 似 标准 形 。 
S 2 3 


f 用 施 密 特 正 交 化 方法 求 出 所 需要 的 正 交 和 矩阵 。 
把 在 例 4-4-2 中 已 求 出 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 标准 正 交 化 。 


I 1 0 
By = 1 
= 


1 
1 
1 


1 
a eh 
有 i 一 pi 一 | 1 |, 单 位 化 得 忆 xl 


1 


cpr DBD a 
B: P2 G ,BP P2 
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0 i 
(asb. TS 1 1 
B. ps @ ,BP @ ,Be)P: 四 中 2 


1 
| 
| 中 


il 1 
V3 V2 6 è 
PERAE ATTE IE =k 二 
于 是 找到 正 交 和 矩阵 P= 万 0 后 "使 得 P ara 2 | 
+ u l š 
V3 V2 V6 


A) 在 不 计 对 角 矮 阵 中 对 角 元 的 排列 次 序 的 条 件 下 ,对 称 和 矩阵 的 正 交 相 似 标 准 形 是 
唯一 的 。 但 是 所 用 的 正 交 矩阵 却 不 是 唯一 的 。 

(2) 用 施 密 特 正 交 化 方法 把 属于 1 二 hs 二 2 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 p, 和 ps A 
造成 两 个 正 交 的 向 量 B, 和 PBs ,由 于 B: 和 有: 都 是 ps 和 p, 的 线性 组 合 ,而 p. 和 ps 是 属于 同 
一 个 特征 值 的 特征 向 量 , 所 以 ,8Bs 和 有 ;仍然 是 属于 和) 一 ia 一 2 的 特征 向 量 。 


习题 4-4 


Q = T 

1. 求 出 |” 0 1 | 的 正 交 相似 标准 形 。 
1 li 
£ — ó 

2 a 1 一 2 | 的 正 交 相似 标准 形 。 
0 — 0 


45 二 次 型 及 其 标准 形 


二 次 型 的 问题 起 源 于 转换 二 次 曲线 和 二 次 曲面 标准 型 的 问题 。 它 不 但 在 解析 几何 及 
数学 的 其 他 分 支 中 有 应 用 ,而 且 在 物理 力学 中 也 会 经 常 遇 到 。 下 面 介绍 二 次 齐 次 多 项 式 
的 一 些 重要 性 质 及 其 化 简 问题 。 

例 4-5-1 直接 计算 以 下 矩阵 乘法 : 


I =Z 0 Xl 
Jf ay s zx zs) 一 (Ziyzzyzs)| 一 2 0 0.5 || zz 
0 0.5 一 3 Xs 


Zi — A 
= (L1 s22 £3) | — 22 + 0. 5x3 


0. 5x2 一 33 
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=q} — 3a — 4x t2 + z>z5 


这 是 一 个 三 元 二 次 齐 次 多 项 式 ( 它 有 3 个 未 知 量 ,而 且 每 一 项 都 是 二 次 式 )。 如 果 记 


Xl 1 —2 0 
x=|xz |, A=|—2 0 0.5 
T3 0 WV 一 5 


则 可 把 它 简写 成 f(z ,zz ,zs) 二 x Ax, 其 中 A= (as) 是 三 阶 对 称 和 矩阵 。 
由 此 可 见 ,一 个 二 次 齐 次 多 项 式 也 可 以 简写 成 矩阵 形式 。 
下 面 引进 实 二 次 型 的 一 般 定义 。 
定义 4-5-1 宛 元 实 二 次 型 指 的 是 含有 7 个 未 知 量 ri,zz,…，zw 的 实 系数 二 次 齐 次 多 
项 式 
f (ayszxs "ss z.) =anzi Fanti Hanti + + aar 
十 2aizzlizs + anzix +- ° + 2aziz, 


+ 2asszszs 十 … + 2ax zz, 


+ 2aszs za +e + 2asszs z, 


2 
PaE Fan 


=S) Para, (4-5-1) 
其 中 ,ay =aj G,j=1,2,--,n), I 
对 于 二 次 型 ,主要 讨论 的 问题 是 寻求 可 逆 的 线性 变换 


Tı enyi cwys 十 … 十 cunyw 


ji calyl F cos 十 … + cay, (4-5-2) 


La = ca Vi Hir ya Fe F imya 
使 二 次 型 能 简化 成 只 含 平 方 项 的 形式 : 
f = kiyi + hx + + knya 
这 种 只 含 平方 项 的 二 次 型 , 称 为 二 次 型 的 标准 形 。 
如 果 标 准 形 的 系数 h ske s skn 只 在 1, 一 1,0 三 个 数 中 取 值 , 即 能 使 二 次 型 转换 成 
JEst EEE yo 
的 形式 , 则 称 为 二 次 型 的 规范 形 。 
当 a; 为 复数 时 ,了 称 为 复 二 次 型 ; 当 aj 为 实数 时 ,f 称 为 实 二 次 型 。 下 面 只 讨论 实数 
的 二 次 型 。 
二 次 型 也 可 简写 成 矩阵 形式 f(z ,zo，… ,zx,) 二 x Ax, 其 中 ， 


Tı an ax Ain 

T2 dl2 qaz ° Az 
x= A= 

=, G Qa ™ G. 


为 nn 阶 实 对 称 和 矩阵 。 
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Bi 4-5-2 ”用 矩阵 表示 二 次 型 
Jf ay | za zs) = zt — 2zš — 2z3 一 4zzs + 4zizs + 8z>zy 
解 ” 由 二 次 型 的 一 般 形式 可 知 ,二 次 型 上 中 ,aa 一 1,az rA 2,a12 =an 


Lx 4)=—2,as=an =} X4=2,a s =a =] 


4 二 多 2 Xl 
|- = | -f 
ó å m 
1 —2 2 Yin 
f = ky = 一 2 IB Er A 
> 4 e 


例 4-5-3 写 出 由 对 称 和 矩阵 A=| -3 一 2 一 3 > | 确定 的 二 次 型 /一 xr4Ax。 


X8 王 4。 记 


3 
1 2 > 4 


解 ”根据 所 给 的 对 称 和 矩阵 可 直接 写 出 对 应 的 二 次 型 ; 


Jf ay za sz zm ) =x} — 3x} 十 4z — 2x12: — 6zizs + 2z)Z, 


—4zszy T 4224 — Szezma 


任意 给 定 一 个 n 元 实 二 次 型 f (z, ,zs，… ,x,) = > Davrizs ,就 唯一 确定 一 个 nn 阶 


i=] j=] 

实 对 称 和 矩阵 A= Cay ),x; 反 之 , 任 给 一 个 对 称 矩 阵 A= Caj ) nn ,也 可 唯一 确定 一 个 实 二 次 
型 。 称 A 是 二 次 型 / 的 矩阵 , 称 上 是 对 称 矩 阵 4 的 二 次 型 。 对 称 和 矩阵 4 的 秩 称 为 二 次 型 
了 的 秩 。 

记 C=(cr),xz 一 (ziyza…yz)T,y 一 (yy yn)T, 把 式 (4-5-2) 改 写 为 

x= Cy 
代入 式 (4-5-1) ,得 
Jf = x*Ax = (Cy)'A(Cy) = y" (C'AC)y 

定理 4-5-1 任 给 可 逆 和 矩阵 C, 令 B=C'AC, WMR A 为 对 称 矩 阵 , 则 B tB ht X) FRE PE, 
R r(A)=r(B), 

证 明 IH AT=A,48 BT —(CTAC)T=CTATC=CTAC=B,BË|j) B 为 对 称 和 矩阵 。 

再 证 r(A)=r(B). 

因 B=C"AC. tk r(B)<r(AC)<r(A), 

K A=(C7) BC „tk r(A)<r(BC-!)<r(B), 

于 是 有 r(A)=r(B). 


这 个 定理 说 明 经 可 着 变换 x—Cy 后 ,二 次 型 /的 矩阵 由 A 变 为 CI4C, 但 二 次 型 的 秩 不 变 。 
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EX 4-5-2 设 4,B Hn KIE ETE n BE E C ,使 
Cap 
则 称 4 合同 于 B。 
由 定理 4-5-1 可 知 ,合同 变换 不 改变 和 矩阵 的 秩 , 也 不 改变 和 矩阵 的 对 称 性 ,要 使 二 次 型 
经 可 道 变换 x 二 Cy 变 成 标准 形 ,就 是 要 使 
yTCT'ACy= kiyi kyi +e + knya 
kı y 


= (yy3y2，…y yw) 


ka ] ys 

由 此 可 知 , 要 解决 的 主要 问题 就 是 寻求 可 道 和 矩阵 C, 使 CTAC 为 对 角 阵 ,也 就 是 寻找 
与 4 合同 的 对 角 阵 。 

EE 4-5-2 FAZKA f= >) 》)aszizj(as = a), 总 存在 正 交 变 换 x= Py, fË 
了 化 为 标准 形 

f = yt tày? 二 十 My? 

其 中 , ,Ms,…,, 就 是 了 的 矩阵 A 二 (a;) 的 特征 值 。 

证 明 由 于 /的 矩阵 A 二 (aj) 是 实 对 称 矩 阵 , 因 此 总 可 以 找到 一 个 正 交 矩阵 了 ,使 
P 'AP 为 对 角 和 矩阵 , 即 P-:4P 一 diag( ,hs stt sAn) o 

因为 P 是 正 交 和 矩阵 ,所 以 有 P=, k. 

PTAP = diag(h1 ,M2 s**t sÀn) 

证 毕 。 

由 于 一 个 二 次 型 经 可 道 变换 后 得 到 的 仍 是 二 次 型 ,上 且 当 一 个 二 次 型 的 系数 矩阵 是 对 
角 和 矩阵 时 ,这 个 二 次 型 就 是 平方 和 的 形式 。 

由 定理 4-5-2 可 知 , 对 于 给 定 的 二 次 型 f(x i ,za,…,z) 一 xTAx, 只 要 找到 可 逆 矩 阵 
C, 使 得 C'AC=A 为 对 角 和 矩阵 ,那么 就 把 原 二 次 型 化 成 标准 形 , 其 中 的 系数 就 是 对 角 和 矩阵 
A 的 nn 个 对 角 元 。 

因此 ,问题 转化 为 对 于 给 定 的 MATERE RE A = Cay ) nxn o UITER A a BET D E E C 
fE CTACSA 为 对 角 和 矩阵 。 

例 4-5-4 用 正 交 变换 x=Py 转换 实 二 次 型 


f (ai zx zs) 一 好 十 4 好 十 z — Aziz: — 8zizs — dx2xs 


1 一 2 一 4 
4=| 一 4 一 2 
—4 —2 1 


下 面 求 一 个 正 交 和 矩阵 了, 使 PAP 为 对 角 阵 。 
4 的 特征 多 项 式 为 


为 标准 形 。 
解 /了 的 矩阵 为 
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Q —5Q + 4) 


| 一 全 | 
4 2 àl 
求 得 4 的 特征 值 为 A 二 Xs 二 5,4s 二 一 4。 

M A, 514: =5 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (51 一 A)x 二 0, 即 


4 2 41fz 0 
2 1 2|lx|= 10 
4 2 4 八 z， 0 


得 基础 解 系 为 


正 交 化 后 得 


1 
| | B. 
a 


"A = —4 BF, f KE EH (—4I—A)x= 0, B 


= 2 41fz 0 
2 —8 2 || z: |= |0 
4 2 =5]\5 0 


cm w= w= 


2 
得 基础 解 系 为 os 一 f 
2 
AAEL: ,PB; "003 ,得 
Z 2 2 
"= 3 
2 
1 
Pi = ol m= |-22 |, =| 
_ 2 7 2 
2 a E 
6 
$ P=(p psp) W) P j E 28 E E Z F F 28 284 x 二 Py, 即 
t 一 a +y +y 
x = 2, tiy 
Ts =- By, By +s 
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有 
将 三 转换 为 标准 形 : 


f=5y + 55; — 475 
如 果 要 把 二 次 型 了 转换 为 规范 形 , 只 须 令 


1 
g = 5 zı 
Ja = 和 5 
` A5 
yë = La 
2 


即 得 /的 规范 形 为 


习题 4.5 
1. 用 矩阵 记号 表示 下 列 二 次 型 。 


(1) f=<=xl+4xiz; +4z2 +2ziz; Hri +4r rs 
(2) f==z1+x;+zxi—2zxiz; + 6z; zs 
2. 用 正 交 变换 转换 f—2x13z;+3zi+4zx,z, 为 标准 形 。 


4.6 用 配方 法 转换 二 次 型 为 标准 形 


如 果 不 限于 用 正 交 变换 转换 二 次 型 为 标准 形 , 还 可 以 有 多 种 方法 (对 应 有 多 个 可 逆 的 线 
性 变换 ) 把 二 次 型 转换 成 标准 形 , 常 用 的 方法 之 一 是 用 配方 法 。 下 面 举 例 说 明 这 种 方法 。 

例 4-6-1 用 配方 法 求 fC ,zx2) 二 x? 一 4z1zs 十 zi 的 标准 形 。 

解 ” 用 配方 法 把 所 给 的 二 次 型 改写 成 


fmism) = Å —4mizy-i-2z8 = (ay — 2a) — 3z3 


ME TT i ER PEZE Hh 
Yı = Tı — 2r: 
D = =: 
即 
y I =k 
[:J- É JE) 
即 得 到 标准 形 : 
f = yi —3y2 


注意 : 由 于 所 用 的 是 一 般 的 可 逆 变换 ,不 一 定 是 正 交 变换 ,所 以 不 能 说 所 得 到 的 标准 
形 的 系数 1, 一 3 就 是 此 二 次 型 对 应 的 对 称 和 矩阵 的 特征 值 。 事 实 上 , 它 的 特征 值 为 1,1。 

B 4-6-2 用 配方 法 求 flr ,zzzs) 王 2zizz 十 2zizs 一 6zszs 的 标准 形 。 

解 ”为 了 配 出 完全 平方 , 先 作 如 下 可 逆 线 性 变换 产生 平方 项 。 
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V 
oy = frt i 
: = 353 
Ts = Ys 
即 
Tı il 1 01f 
x: |=|1 一 1 O0j||y: 
zs | 
它 把 原 二 次 型 改写 成 
f ay zx zs) 一 2zizz 十 2zizs 一 6zszs 
2( 十 yz)(Cy 一 y%) 十 2(y + yz) ys — 6y 
= 2yi — 4y1ys — 232 + 8y; ys 
2(y ys) 2y; — 2y; + By2 ys 
=2(y — ys)? — 2(;> — 2ys)2 + 655 
再 作 可 逆 线 性 变换 
a = yr — Se 
zi = yz — 235 
Z; 一 Js 
即 
zı 1 ó = Dfa 
z |=|0 1 —2|| y: 
zs 0 0 1 八 ys 


即 可 得 到 所 给 二 次 型 的 标准 形 : 
f = 2=; — 2z2 + 62 
例 4-6-3 转换 二 次 型 


ya ) ys 


f (ay strs) = zà + 2zš + 5zš + 2ziz; + 2zizs + 6xsxs 


为 标准 形 , JER h Ir FH KY n] AR PEZE HA- 


# 由 于 了 中 含有 变量 zi 的 平方 项 , 故 把 含 zi 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 


f = zt + 2zš + 5zš + 2ziz: + 2zizs + 6z:zs 


= (xı + z+ + zs)? — ri — zŠ — 2rrx, + 223 + 5z3 十 6zozs 


= (z, Ha + zs) Hah + Az; + 423 
将 上 式 右 端 除 第 一 项 外 已 不 再 含有 zi 的 项 继续 配方 ,可 得 
f = (zl 十 za 十 zs)2 十 (zs 十 2zs)2 
> = 


> 


Ye = zz + 2T; 


TI y Ts 
即 zz 一 ye 一 2ya 
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即 可 把 /转换 成 标准 形 /三 yf 十 总 ,所 用 的 变换 矩阵 为 
| 
€ t Ü 二 


0 0 H 


(ICI|=1=0 


习题 4-6 
用 配方 法 转换 下 列 二 次 型 为 标准 形 , 并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 。 


(1) f(ayyzy = 二 +3 二 +52t 27r172 — Axr 
(2) f(aysz( Ü z )=x1-2zi--2ziay 2: 2zs 
(9) f(au,zs zs)=2zx1-zi+á4xi-T2z,zy — 2 


4.7 正定 二 次 型 


二 次 型 的 标准 形 显然 不 是 唯一 的 ,但 是 标准 形 中 所 含 项 数 是 确定 的 ( 即 二 次 型 的 秩 )， 
不 仅 如 此 ,在 限定 变换 为 实 变换 时 ,标准 形 中 正 负 系数 的 个 数 是 不 变 的 。 
定理 4-7-1( 惯 性 定理 ) ”任意 一 个 元 二 次 型 /二 xTAx, 一 定 可 以 经 过 可 道 线性 变换 


„2 


| fi 


而 且 其 中 的 和 x 是 由 A 唯一 确定 的 (与 所 采用 的 变换 的 选择 无 关 )。k 是 规范 形 中 系数 
为 1 的 项 数 ,r 就 是 A 的 秩 。 

定义 4-7-1 规范 形 中 的 & 称 为 二 次 型 = 二 xTAx( 或 对 称 和 矩阵 4) 的 正 惯 性 指数 , 称 
r 一 k 为 二 次 型 /二 xTAx( 或 对 称 和 矩阵 A) 的 负 惯 性 指数 ,一 (r 一 k) 二 2k 一 r 称 为 它们 的 符 
号 差 。 

定理 4-7-2 ”对 称 和 矩阵 4 与 B 合同 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 和 相同 的 正 惯性 指数 。 

“证 明 ”必要 性 。 设 B—P'AP.,D 2 A 是 对 称 和 矩阵 ,P 是 可 道 矩 阵 , 所 以 ,B 必 是 对 称 
矩阵, 一定 存在 可 逆 和 矩阵 Q 使 得 

o 


Hp ,r=r(B)=r(A),k HB 的 正 惯性 指数 。 于 是 有 
QTBQ = Q'PTAPQ = (PQ)"A (PQ) = À 
这 说 明 4 也 合同 于 A 。 根 据 惯性 定理 中 的 正 惯 性 指数 的 唯一 性 可 知 ,k 也 是 4 的 正 惯性 
指数 。 
充分 性 。 设 n 阶 对 称 和 矩阵 A 与 B 有 相同 的 秩 x 和 相同 的 正 惯 性 指数 ,根据 惯性 定 
理 可 知 , 必 存在 可 逆 矩 阵 己 和 @ 使 得 


E, 
Q'BQ = 


E, 
PTAP = 
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要 


E, 
Q'pO = | E | 
Oo 


于 是 ,根据 P'AP=QTBO 可 得 到 
B = (QT) PTAPQ™ = (07)TPTAPQO™! = (PO™)TA(PO™') 
这 说 明 4 与 B 一定 合 同 。 
TE, 
例 4-7-1 在 以 下 4 个 矩阵 中 ,哪些 是 合同 矩阵 ? 哪些 是 不 合同 矩阵 ? 


sas. 


1 3 


iks 


一 3 

解 这 4 个 方 阵 的 秩 都 为 3。 因为 4 与 C 的 正 惯性 指数 同 为 1, 所 以 4 与 C 合同 。 
B tj D 的 正 惯性 指数 同 为 2, 所 以 如 与 了 合同。4 与 B 不 合同 。B 与 C 不 合同 。 

EX 4-7-2 设 有 二 次 型 [一 x*T4xr, 如 果 对 任何 z 天 0, 都 有 F(z) 二 0( 显 然 F(0) 一 0) , 则 
称 /为 正定 二 次 型 ,并 称 对 称 阵 A 是 正定 的 ;如 果 对 于 任何 z 取 0, 都 有 Cz) 二 0, 则 称 / 
为 负 定 二 次 型 ,并 称 对称 阵 A 是 负 定 的 。 

定理 4-7-3 元 二 次 型 /二 xTAx 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 标准 形 的 个 系 
数 全 为 正 , 即 它 的 规范 形 的 个 系数 全 为 1, 亦 即 它 的 正 惯性 指数 等 于 n. 

证 明 设 有 可 道 变换 x 二 Py 使 


一 和 


fx) = f(Py) = X) kiy? 
i=l 
充分 性 。 设 0Gi==1,2,…,n), 任 给 z==0, 则 y=P x40 , HiU 
f(x) = J ky > 0 
i=l 


DEHE., MIE. BREA k <0 W y= e HAAR A Pe) =k, <0, W 
RPe A0 f HEET SA MAM k20(Gi=1,2,:- n), WE, 

推论 4-7-1 对 称 阵 A 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : A 的 特征 值 全 为 正 。 

定理 4-7-4 ”对称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : A 的 各 阶 主子 式 都 为 正 , 即 


an s am 
an ax 


an > 0, > 0ps 


> 0 


aa ae 


An t Anm 
对 称 阵 4 为 负 定 的 充分 必要 条 件 是 : 奇数 阶 主 子 式 为 负 , 偶 数 阶 主 子 式 为 正 , 即 
an i Air 


E=" >0 (r=1,2,°…,n) 
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w 
jk UE B PR BR ERE, 
例 4-7-2 判定 f/=—5z2—6y2—4z + 4zry+Az= 的 正定 性 。 
解 /的 矩阵 为 
=p ë 2 
-| 2 =$ 0 
2 0 —4 
an =—5 <0 
an ae 一 2 
in ab =] 2 _ 引 =a>。 
| A |=—80 < 0 
根据 定理 4-7-4 知 /为 负 定 。 
习题 4.7 
判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 。 
(1) FGCziyzeyzs) 22} — 6x} —4r} H2zizt H 2zi; 


(2) f(ai,zx z )=xi+3z;+9zxi+19zt—2z1z,z; T+4ziz; Tj2xziz, 


6zzz4 
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5.1 投入 产 出 模型 简介 


5.1.1 价值 型 投入 产 出 模型 


投入 产 出 模型 是 经 济 数学 模型 中 的 平衡 模型 ,用 于 研究 经 济 活动 中 的 生产 部 门 和 消 
费 部 门 之 间 的 相互 关系 。 一 般 把 所 研究 的 某 一 经 济 系 统 中 各 部 门 之 间 的 数量 依存 关系 反 
映 在 一 张 平衡 表 中 ,并 根据 这 种 关系 建立 数学 模型 。 把 这 张 平 衡 表 称 为 投入 产 出 表 , 将 能 
够 反映 一 个 经 济 系统 中 各 部 门 之 间 数 量 依存 关系 的 投入 产 出 表 以 及 由 此 得 到 的 平衡 方程 
组 统称 为 投入 产 出 模型 。 

假设 一 个 经 济 系统 由 个 生产 消费 部 门 组 成 ,在 利用 投入 产 出 方法 进行 经 济 活动 分 
析 和 计划 工作 前 ,首先 要 根据 某 一 年 份 的 实际 统计 资料 ,将 这 个 生产 消费 部 门 及 其 之 间 
的 数量 依存 关系 按 一 定 顺序 编制 一 张 投入 产 出 表 。 如 果 这 些 统计 数据 是 以 货币 为 统一 价 
值 单位 , 则 称 其 为 价值 型 投入 产 出 表 , 如 表 5-1-1 所 示 。 

表 5-1-1 价值 型 投入 产 出 表 


I mii 中 间 产 品 
部 门 间 流量 最 终 产 品 总 产 出 
投入 ' | ° I 
1 zn Ti Zin yı Tı 
ii 2 
间 Ta E27 =: y: e 
投 : 
关 H š 
n Tn Ln Enn y, z 
初始 投入 z = ii Zn 
总 投入 x z: Si ax 
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表 5-1-1 的 水 平方 向 反映 各 部 门 产品 按 经 济 用 途 的 使 用 情况 。 

各 部 门 产品 可 分 为 中 间 产 品 和 最 终 产 品 两 大 部 分 。 中 间 产 品 是 指 在 生产 领域 中 尚 须 
进一步 加 工 的 产品 ;最 终 产品 是 指 在 生产 领域 中 已 经 最 终 加 工 完毕 ,可 供 社会 消费 和 使 用 
的 产品 。 

表 5-1-1 的 垂直 方向 反映 各 部 门 产 品 的 价值 构成 。 

各 部 门 产品 的 价值 由 中 间 投 入 和 初始 投入 两 部 分 组 成 。 中 间 投 入 是 指 各 部 门 对 某 一 
部 分 投入 的 中 间 产 品 数量 , 即 该 部 门 在 生产 过 程 中 所 消耗 的 中 间 产 品 数量 ; 初始 投入 是 
指 各 部 门 固定 资产 和 劳动 力 等 投入 的 数量 。 

ER 5-1-1 中 ,zx; 表示 第 i 个 部 门 的 总 产 出 或 总 投入 ; y 表示 第 i 个 部 门 的 最 终 产 
品 数量 ; zx; 表示 第 j 个 部 门 在 生产 过 程 中 消耗 第 i 个 部 门 中 间 投 入 数量 或 第 i 个 部 门 分 
配给 第 j 个 部 门 的 中 间 产 品 数量 ,也 称 为 部 门 间 的 流量 ; x; 表示 第 j 个 部 门 的 初始 投入 。 

R 5-1-1 的 前 行 组 成 了 一 个 横向 长 方形 表 , 横 向 长 方形 表 的 每 一 行 都 表示 一 个 等 
式 , 即 


Tı Tu Tiz ág Tin Pi 

T2 T21 Tz To yz 
B- 

Tn Ta Trz d Tnn Yn 
r= D) ryty (=1,2,,n) Gi- 


RGD 式 (5-1_2) 都 称 为 分 配 平衡 方程 组 。 
K 5-1-1 的 前 列 组 成 了 一 个 竖 向 长 方形 表 , 竖 向 长 方形 表 的 每 一 列 都 表示 一 个 等 
式 , 即 


zl = ZU + za 十 … 十 tata 
Ts = Z Fiat“ + Ea + z; 
: (5-13) 
Ba = Biar Ta ses a T 
或 简写 为 
sg == 2: z tz; (j= 1,2,, n) (5-1-4) 
i=1 


式 (5-1-3)\ 式 (5-1-4) 都 称 为 消耗 平衡 方程 组 。 

分 配 平衡 方程 组 和 消耗 平衡 方程 组 统称 为 投入 产 出 平衡 方程 组 。 

例 5-1-1 已 知 某 经 济 系 统 在 某 个 生产 周期 内 产品 的 生产 与 分 配 情 况 如 表 5-1-2 所 
RÈ: 

(1) 各 部 门 最 终 产品 wm ,ya ys; 

(2) 各 部 门 初始 投入 z ,zz yxs。 
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解 (1) 由 表 5-1-2 可 得 分 配 平衡 方程 组 : 
Ë = 100 — (20 + 20 + 0) = 60 


yz = 200 — (20 + 80 + 30) = 70 
ys = 150 — (0 +20 + 45) = 85 
(2) 由 表 5-1-2 可 得 消耗 平衡 方程 组 : 
| = 100 — (20+ 20 +0) = 60 


zz = 200 — (20 + 80 + 20) = 80 
z = 150 — (0 + 30 + 45) = 75 


表 5-1-2 某 系统 产品 的 生产 与 分 配 情况 单位 : 亿 元 
产 出 中 间 产 品 
部 门 间 流量 最 终 产品 总 产 出 
3 Í 2 3 
中 1 20 20 0 100 
s 2 20 80 30 x: 200 
A 3 0 20 45 ys 150 
初始 投入 zı z: zs 
总 投入 100 200 150 


5.1.2 直接 消耗 系数 


定义 5-1-1 第 7 个 部 门生 产 单位 产品 直接 消耗 第 ; 个 部 门 的 产品 量 , 称 为 第 7 个 部 
门 对 第 i 个 部 门 的 直接 消耗 系数 , 记 作 a; , 即 


aj = Gj = 1,2,---,n) (5-1-5) 
各 部 门 之 间 的 直接 消耗 系数 构成 的 阶 和 矩阵 , 称 为 直接 消耗 系数 矩阵, 记 作 
A = (as), 


由 式 (5-1-5) 得 
z; =ayr; (i,j = 1,2,--,n) 


代入 分 配 平 衡 方程 组 (5-1-1) ,得 


zi = anty Hant + +H anta Fy 
Xz = anı + ante + H antn + yz E 
In = am Ty Hant 十 … + a,,z, + y, 

Ti = by ajx; ty G= 1,2,--,n) (5-1-7) 


代入 分 配 平衡 方程 组 (5-1-3) ,得 
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或 简写 为 


L 


ti =ni taat F iaat 


Zz = arzı Harz: + * +azz, + z; 


Br = üni tH a Heta] 


zj = 2; a;r;+=<=; (j = 1,2,.%,n) 
i=1 


分 配 平衡 方程 组 (5-1-6) 和 消耗 平衡 方程 组 (5-1-8) 的 矩阵 表示 为 
X=AX+Y 或 (I 一 A)X=Y 
X=CX+Z 或 (I 一 OX=Z 


其 中 : 
Tı V zı 
x= ||. E=? h 2= ||, ë 
T-A Fa Zn 
FERE C 称 为 中 间 投 入 系数 矩阵 。 


5-1-8) 


(6=-1-9) 


例 5-1-2 已 知 某 企 业 在 一 生产 周期 内 各 部 门 的 生产 消耗 量 和 初始 投入 量 如 表 5-1-3 


所 示 , 求 : 


(1) 各 部 门 总 产 出 zi ,zs ,3 3; 
(2) 各 部 门 最 终 产 品 wm ,yo sys; 
(3) 直接 消耗 系数 矩阵 4。 


表 5-1-3 ” 某 系统 产品 的 生产 分 配 情况 表 单位 : 万 元 
i 产 出 中 间 产 品 
部 门 间 流 量 最 终 产品 总 产 出 
投入 1 2 3 
中 1 20 40 60 y Tı 
n 2 50 100 30 x: T 
人 3 30 100 60 ys Ts 
初始 投入 100 160 150 
总 投入 2 z = 
解 (1) 表 5-1-3 的 消耗 平衡 方程 组 为 
3 
z= D) Eg G=) 
i=1 
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将 zz 代入 ,得 


xz = 40 + 100 + 100 + 160 = 400 
x, = 60 + 30 + 60 + 150 = 300 
(2) K 5-1-3 的 分 配 平衡 方程 组 为 


一 20 十 50 十 30 十 100 王 200 


3 
z = J,a ty G=1,2,3) 
i=l 
K z; fz; 代入 ,得 


ys = 300 — (30 + 100 + 60) = 110 
(3) 由 直接 消耗 系数 公式 和 和 矩阵 乘法 运算 规则 ,得 
1 


下 y p 
Tı 
Tu T2 X13 1 
A= (aj) (=)= Xa Te | 0 a 0 
T31 T32 T33 1 
6 o = 
zy 
1 
L í 
20 ao go 00 0.1 0.1 0.2 
=|50 100 3o|| o Ta o |=|0.25 0.25 0.1 
30 100 60 0.15 0.25 0.2 


DA 
300 


由 直接 消耗 系数 定义 可 知 ,直接 消耗 系数 矩阵 4 具有 以 下 性 质 。 
性 质 5-1-1 所 有 元 素 均 非 负 , 且 

OKa; <1 (JJ 一 1,2，……72) 
性 质 5-1-2 各 列 元 素 的 绝对 值 之 和 均 小 于 1, 即 


0 0 


Dlal|<1 =1,2 n) 
i=1 


容易 证 明 , 价 值 投入 产 出 模型 中 的 矩阵 (E 一 A) 和 (E 一 C) 都 是 可 逆 矩 阵 。 其 中 ,A 是 
直接 消耗 系数 年 阵 ,C 是 中 间 投 入 系数 矩阵 。 


5.1.3 平衡 方程 组 的 解 

1. 消耗 平衡 方程 组 的 解 

(1) 车 直接 消耗 系数 aj 是 已 知 的 数值 ,将 其 代入 消耗 平衡 方程 组 (5-1-9) ,可 得 
-Da)s == (=1.2,.,n) (5-1-10) 


式 5-1-10 中 的 两 组 未 知 量 zx; ,x; 中 ,只 须知 道 其 中 一 组 数值 , 即 可 求 出 男 一 组 未 知 
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量 的 数值 。 


(2) FEA z 的 数值 , 则 求 x; 值 的 公式 为 
e, = (=- Das), (j = ld 


或 表示 为 矩阵 运算 公式 


Z= (I—CX 
(3) 若 已 知 x; 的 数值 , 则 求 >, 值 的 公式 为 


n = 
入 = (0 一 Èa) z G= 1,2,=-.n) 
i=1 


或 表示 为 矩阵 运算 公式 


即 


即 


X = (E—C)?Z 


(S= 


-11) 


-12) 


-13) 


-14) 


例 5-1-3 某 小 镇 有 3 个 主要 企业 , 若 在 一 个 周期 内 ,每 个 企业 之 间 的 直接 消耗 系数 


0 0.55 0.55 
A=|0.35 0.15 0.05 
0.15 0.05 0.05 
300 
(1) 若 一 个 周期 内 每 个 企业 的 总 产 出 x= | 200 
100 
150 
(2) 若 一 个 周期 内 每 个 企业 的 初始 投入 Z= | 50 
35 


解 (1) 由 于 每 个 企业 的 总 产 出 已 知 , 根 据 公 式 (5-1-11) 
z; 一 -> oj (j = 1,2,3) 


i=l 


z = [1 — (0 + 0.35 +0. 15)] X 300 = 150 


zz = [1 — (0. 55 +0. 15 + 0. 05)] X 200 = 50 
zs = [1 — (0. 55 +0. 05 + 0. 05)] X 100 = 35 


Z= (150 50 35)7 
(2) 由 于 每 个 企业 的 总 产 出 已 知 ,根据 公式 (5-1-13) 


n f: 
a=(1- Do) z (=1,2,3) 


zı = [1— (0 +0.35 +0. 15)]™ X 150 = 300 
zz = [1 — (0.55 +0. 15 +0. 05)]™ x 50 = 200 
zs = [1 — (0. 55 +0. 05 + 0. 05) ]™ X 35 = 100 
Z= (300 200 100)" 


, 求 每 个 企业 的 初始 投入 Z; 


, 求 每 个 企业 的 总 产 出 X. 
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2. 分 配 平衡 方程 组 的 解 


若 直接 消耗 系数 a; 是 已 知 数值 ,将 其 代入 分 配 平衡 方程 组 (5-1-7) ,得 线性 方程 组 : 


(1—an)ai 一 alzzz — *** — ant, = yı 


axa + (1 ax ) Ts on Xz 
am Ti ~ant — = — (1 — am) Ea = Yy 
用 和 矩阵 表示 为 
(I—A)X=Y 


式 (5-1-15) 的 解 有 以 下 两 种 情况 : 

O) EBH xz 的 数值 , 则 求 y: 值 的 矩阵 运算 公式 为 
Y = (I—A)X 

(2) 若 已 知 w 的 数值 , 则 求 +, 值 的 矩阵 运算 公式 为 
X = (I—A)'1Y 


(= 1= 


(5=1= 


i-i- 


(5-1- 


6) 


7) 


8) 


例 5-1-4 由 3 个 工程 队 组 成 一 个 施工 公司 ,他 们 在 某 一 时 期 内 互相 提供 服务 : 工程 
一 队 每 单位 产值 分 别 需 要 二 队 、 三 队 的 0.2、0. 3 单位 服务 ; 工程 二 队 每 单位 产值 分 别 需 
要 一 队 、 三 队 的 0.1、0.4 单 位 服务 ; 工程 三 队 每 单位 产值 分 别 需要 一 队 、 二 队 的 0. 3、0.4 
单位 服务 。 又 知 在 该 时 期 内 ,他 们 都 对 外 服务 ,创造 的 产值 分 别 为 一 队 500 万 元 ,二 队 


700 万 元 ,三 队 600 万 元 。 
(1) 这 一 时 期 内 ,每 个 工程 队 的 总 产 出 是 多 少 ? 


(2) 求 各 工程 队 之 间 的 中 间 投 入 zj (i,j 二 1,2,3) 和 初始 投入 zj (j= 二 1,2,3)。 


解 (1) 直接 消耗 系数 矩阵 和 最 终 产品 矩阵 为 

0 02 0.3 500 
01 0 04| -|e 
0.3 0.4 0 600 


& = 


由 分 配 平衡 方程 组 


0. 1zi 十 十 0. 4zs 十 700 =x: 


| 0. 2zz 十 0. 3zs 十 500 =x: 
0.3zi+ 0. 4x2 +600 =x; 


—0.lrı+  z:—0. 4r, = 700 
0; sir Oiart x, = 600 
HEI SEIT ZAE OR HERY AE A: 504 R AT B fA ER JE EE E» 9: 


| xı— 0. 2z=;— 0. 3zs = 500 


月 
1 i —Q š HOO 1 0 

(A b)= |—0.1 4 一 站 站 700 | === 10 1 
= —(a 1 600 0 0 


所 以 ,每 个 工程 队 创 造 的 总 产 出 为 


0 
0 
Į 


1256. 49 
1448. 16 
1556. 20 


| 
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xı = 1256. 49( 万 元 ) ， xz = 1448. 16( 万 元 ) ， zs = 1556. 20( 万 元 ) 
(2) 由 直接 消耗 系数 公式 和 乘法 运算 规则 可 知 , 各 工程 队 之 间 的 投入 矩阵 为 


Zn T Zls 0 0.2 0.3) (1256.49 0 0 
zy zæ zw|=|0.1 0 04 0 1448. 16 0 
Xa Xa Xa o3 wa y 0 0 1556. 20 


0 289.63 466.86 
= Er 0 =u 
376.95 579.26 0 
又 由 消耗 平衡 方程 组 
一 1256.49 一 (0 十 125.65 十 376.95) = 753. 89 


zz = 1448. 16 — (289. 63 + 0 + 579. 26) = 579. 27 
zs = 1556. 20 — (466. 86 + 622. 48 +0) = 466. 86 
可 得 各 工程 队 之 间 的 初始 投入 为 
zı = 753. 89( 万 元 )， zs = 579. 27( 万 元 )， zs = 466. 86( 万 元 ) 


5.1.4 完全 消耗 系数 


定义 5-1-2 第 j 个 部 门生 产 单位 产品 时 对 第 i 个 部 门 产品 量 的 完全 消耗 的 产品 量 ， 
称 为 第 j 个 部 门 对 第 i 个 部 门 的 完全 消耗 系数 , 记 作 by , 即 


by =a + D) baay G,j=1,2,=-,n) (5-1-19) 
k=l 


其 中 ，》 bay 表示 间接 消耗 的 总 和 。 
各 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 构成 的 阶 矩 阵 , 称 为 完全 消耗 系数 矩阵 , 记 作 


B= (b; )， 
公式 (5-1-19) 的 矩阵 表示 式 为 
B = A+ BA 
由 矩阵 运算 
A= B(I—A) 


B=AG(—A) 1 = CT 一 人) 一 (一 AT 一 全 = AA I 
得 到 完全 消耗 系数 的 计算 公 
B= (一 人) 一 一 工 (5-1-20) 
直接 消耗 系数 反映 了 各 部 门 之 间 产 品 的 直接 消耗 关系 。 完 全 消耗 系数 能 够 更 深刻 ,更 本 
质 、 更 全 面 地 反映 各 部 门 之 间 相 互 依存 、 相 互 制约 的 关系 , 它 从 最 终 产 品 和 总 产 出 的 关系 上 阁 
明了 经 济 活动 规律 ,准确 、 完 全 地 反映 了 提供 单位 产品 对 各 部 门 产品 的 完全 消耗 量 的 需求 。 
例 5-1-5 已 知 某 一 经 济 系统 的 直接 消耗 系数 矩阵 
0.2 0.2 0.2 
OH. oa 03 
0.2 0.2 0 


A= 
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试 求 该 系统 的 完全 消耗 系数 矩阵 卫 。 


0;8 =0 =O 
解 ”因为 有 =(TI 一 人) 一 一 T, 且 (CI 一 人) 0.1 0.9 一 0.3 |, 从 而 求 得 
-0% 一 02 1 
T a Z 
5 5 5 
-gynl B B 
9 | E 0 
E k QE 
3 3 ð 
2 2 2 
5 5 5 
=l á a W 
从 而 有 B= UA T 15 15 30 
1 1 1 
gz e p 
之 


从 前 面 的 内 容 可 知 , 直 接 消耗 系数 是 对 总 产品 而 言 的 ,完全 消耗 系数 是 对 最 终 产品 而 
言 的 ,那么 总 产品 与 最 终 产品 之 间 的 关系 是 怎样 的 ? 
H B=(I—A) I, f 
X = (I—A)-1AY = (B+ DY = BY + IY 
即 为 了 得 到 最 终 产 品 Y, 要 求 各 部 门 必须 生产 X= BY+ IY 的 产品 总 量 。 只 有 当 各 部 门生 
产 的 产品 量 达到 这 些 数量 时 ,才能 去 掉 生 产 过 程 中 的 各 种 消耗 ,得 到 各 部 门 所 需要 的 最 终 


p r 
产品 。 


5.1.5 投入 产 出 表 的 编制 


利用 投入 产 出 模型 编制 计划 之 前 ,首先 要 确定 计划 期 的 直接 消耗 。 一 般 是 利用 已 有 
的 统计 资料 编制 报告 期 的 投入 产 出 表 , 然 后 求 出 其 直接 消耗 系数 和 初始 投入 系数 a, (第 
j 个 部 门生 产 单位 产品 直接 消耗 的 初始 投入 量 , 称 为 第 7 个 部 门 的 初始 投入 系数 ) ,再 利 
用 已 经 求 得 的 直接 消耗 系数 和 初始 投入 系数 ,结合 计划 期 内 的 最 终 产品 量 ,编制 各 部 门 的 
计划 方案 。 

利用 投入 产 出 方法 制订 计划 方案 的 方法 比较 多 ,下 面 介绍 一 种 最 简单 .方便 的 方法 。 

例 5-1-6 设 某 一 经 济 系统 报告 期 的 直接 消耗 系数 和 初始 投入 系数 分 别 为 


[5 


02 Ol 0 0.6 
A=|0.2 0.3 0.3|, a,=|0.45 
0 0.15 0.2 0.5 


若 其 计划 期 的 最 终 产 品 为 Y= (1000 1500 ”1000)7 ,请 编制 计划 期 的 投入 产 出 表 。 
0.8 一 0.1 0 

一 02 0.7 a 

0 一 0.15 0.2 


解 I—A= 
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0.515 0.08 0.03 
可 求 得 er le 0. 64 可 
0.03 0.12 0.54 
0.515 0.08 0.03) (1000 
所 以 aas [es 0. 64 "s| 
0.03 0.12 0.54) (1000 
665 1679 
ENS 区 -| 
750 1894 
再 利用 公式 zj 二 aszj(i,j 二 1,2,3) 求 出 计划 期 各 部 门 之 间 的 中 间 产 品 , 即 
TI Tu T We Ql 0 1679 0 0 
za za zw|=|0.2 0.3 0.3 0 3434 | 
En T Ts © 0,15 0.2 0 0 1894 


= |335.8 1030.2 568.2 
0 515.1 378.8 

最 后 ,分 别 用 总 产 出 mm z \zs 去 乘 以 初始 投入 系数 , 求 出 各 计划 期 各 部 门 的 初始 投 
入 , 即 


335.8 343.4 0 | 


zı = 0. 6 X 1679 ~ 1007. 4 
z, = 0.45 X 3434 ~ 1545. 3 
zs = 0. 5 X 1894 ~ 947 

利用 上 述 计算 结果 ,编制 计划 期 的 投入 产 出 表 ( 表 5-1-4). 


R 5-1-4 某 经 济 系统 计划 期 投入 产 出 表 单位 : 亿 元 

部 门 间 流 量 最 终 产品 总 产 出 

投入 1 2 3 
中 1 335.8 343.4 0 1000 1679 
m 2 335. 8 1030. 2 568. 2 1500 3434 
3 0 515:1 378. 8 1000 1894 

初始 投入 1007.4 1545.3 947 

总 投入 1679 3434 1894 

上 述 方法 归纳 为 以 下 几 个 步骤 。 


(1) 决定 计划 期 的 最 终 产品 量 Y; 

(2) 利用 报告 期 的 直接 消耗 系数 矩阵 4, 求 出 逆 矩 阵 (I 一 人) 一 ,并 利用 公式 x = 
CGI 一 4) Y, 求 出 计划 期 的 总 产 出 量 X; 

(3) 利用 公式 zi 二 ayzj(i,j 二 1,2,…,n) 求 出 计划 期 各 部 门 之 间 的 中 间 产 品 x; ; 

(4) 利用 公式 z, =ajz; 二 1,2,…,n) 求 出 计划 期 各 部 门 的 初始 投入 zj; 


(5) 根据 上 述 结果 ,编制 计划 期 的 投入 产 出 表 。 
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习题 5-1 
已 知 某 经 济 系统 在 一 生产 周期 内 各 部 门 的 直接 消耗 系数 和 初始 投入 情况 如 表 5-1-5 
所 示 。 
表 5-1-5 某 经 济 系统 在 一 生产 周期 内 各 部 门 的 直接 消耗 系数 和 初始 投入 情况 
产 出 中 间 产 品 
部 门 间 流 量 最 终 产品 总 产 出 
yq 1 2 3 
中 1 0.3 0.2 0.4 > z 
n 2 G1 0.1 0.3 x: = 
A 3 0.2 0.2 0.3 ys zs 
初始 投入 900 500 200 
总 投入 Xl z: = 


R: (1) 各 部 门 总 产 出 zi ,zayzss 


(2) 各 部 门 最 终 产品 wm ,ya ,ys; 


(3) 各 部 门 之 间 的 中 间 产 品 zf (ij 一 1.2,3) 。 


5.2 线性 规划 问题 


5.2.1 


例 5-2-1( 资 源 利 用 问题 ) 


线性 规划 问题 的 几 个 实例 


某 厂 在 计划 期 可 生产 甲 、 乙 两 种 机 器 零件 。 已 知 计 划 期 具 
备 的 可 用 资源 为 : 钢材 3600 千克 , 铜 材 2000 千克 ,专用 设备 能 力 3000 台 时 。 生 产 甲 种 
产品 1 件 , 需 要 钢材 9 千克 , 铜 材 4 千克 ,专用 设备 能 力 3 台 时 ; 生产 乙 种 产品 1 件 ,需要 
钢材 4 千克 , 铜 材 5 千克 ,专用 设备 能 力 10 台 时 ; 而 生产 1 件 甲 、 乙 产品 的 单位 收益 ( 单 
价 ) 分 别 为 70 元 和 120 元 ( 见 表 5-2-1)。 问 在 产品 销售 看 好 的 条 件 下 ,该 厂 应 如 何 安排 


生产 计划 ,才能 获得 最 大 收益 ? 
表 5-2-1 某 厂 生产 活动 基本 情况 表 
零件 
资源 甲 乙 计划 期 内 可 用 资源 
钢材 /千克 5 4 3600 
铜 材 /千克 4 5 2000 
专用 设备 能 力 3 台 时 10 台 时 3000 千克 
单价 /( 元 / 件 ) 70 120 


解 显然 ,在 计划 期 内 该 厂 可 以 有 各 种 不 同 的 方案 来 安排 甲乙 两 种 产品 的 生产 ,但 是 ， 
在 这 些 方案 中 ,最 优 方案 是 在 该 厂 所 供 资源 和 设备 能 力 的 前 提 下 ,获得 最 大 收益 的 那个 。 
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设 mm ,za 分 别 表示 甲 、 乙 两 种 产品 在 计划 期 的 产量 , 则 根据 题 意 知 , 计 划 期 内 所 耗费 的 
资源 和 设备 能 力 分 别 为 : 钢材 耗费 总 量 为 9e, Az; T Y; 铜 材 耗费 总 量 为 4z 52; T Y; 
专用 设备 能 力 耗 费 总 量 为 3z + 10z, 台 时 ; 计划 期 内 该 厂 两 种 产品 获得 的 收益 为 
S=70xi +120x; 元 。 

由 于 计划 期 内 所 消耗 掉 的 资源 和 设备 能 力 总 量 均 不 能 超过 可 提供 的 数量 ,因此 计划 
期 内 的 生产 方案 应 满足 以 下 约束 条 件 : 

9zi + 4x2 < 3600 
4xı + 5x2 < 2000 
3xı + 10zs < 3000 专用 设备 能 力 约束 
并 且 计 划 期 内 各 产品 的 生产 量 不 能 是 负数 (没有 实际 意义 ) , 即 应 满足 zi 三 0,zs 三 0 称 为 
变量 的 非 负 约束 。 

在 满足 上 述 约束 的 条 件 下 ,使 计划 期 内 该 厂 获得 最 大 收益 的 生产 方案 ,可 以 表达 为 如 

FÉR: 


kaka 


maxS = 70x, + 120x; 
9z, 十 4zs < 3600 
4xı + 5z: < 2000 
° t: az, + 10x; < 3000 
Tist: 之 0 
此 类 问题 一 般 称 为 资源 利用 问题 ,其 数学 模型 通常 是 在 要 使 利润 最 大 或 总 收益 最 大 
等 目标 下 ,寻求 资源 的 最 优 利用 .生产 计划 的 合理 安排 ,产品 的 最 优 组 合 等 。 
例 $-2-2( 合 理 配 料 问题 ) 某 职工 食堂 中 餐 出 售 甲 、 乙 两 种 食品 。 甲 每 份 售 价 为 0. 1 元 ， 
乙 每 份 售 价 为 0.2 元 。 假 定 食品 甲 每 份 含 维生素 A 2mg, 维 生 素 B 3mg; 食品 乙 每 份 含 
维生素 A 4mg, 维 生 素 B 2mg。 而 一 个 成 年 人 中 餐 按 营养 学 要 求 , 至 少 应 含 维生素 A 
16mg ,维生素 B 12mg。 问 一 个 成 年 人 进餐 时 应 购买 甲 . 乙 食品 各 儿 份 ,才能 既 保 证 足够 
的 营养 要 求 , 同 时 又 花 钱 最 少 ? 试 建立 数学 模型 。 
解 ” 列 表 分 析 如 下 ( 见 表 5-2-2)。 


表 5-2-2 
食品 
营养 成 分 甲 乙 成 人 中 餐 营养 最 低 要 求 
维生素 A/mg 2 4 16 
维生素 B/mg 3 12 
食品 单位 /( 元 / 份 ) 0.1 0.2 


设 一 个 成 年 人 进餐 者 购买 甲乙 食品 分 别 为 zi ,zs 份 ,根据 题 意 ,得 到 该 问题 的 数学 
模型 如 下 : 
minS = 0. lzi +0. 2x: 
2xı 十 4zs > 16 
s. t. 432 + 2z: 之 12 


Birao 
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此 类 问题 一 般 称 为 合理 配料 问题 。 这 种 模型 具有 普遍 的 实用 价值 ,如 冶炼 工业 的 原 
料 配 比 、 石 油 工 业 的 原油 混合 、 食 品 工业 的 营养 配方 纺织 工业 的 纤维 比例 、 冀 牧 业 的 饲料 
混合 等 ,都 是 具有 同样 性 质 的 问题 。 在 经 营 管理 中 ,如 何 既 完成 或 超额 完成 计划 的 利润 指 
标 ,又 能 使 总 成 本 为 最 低 的 问题 ,一 般 也 有 类 似 的 数学 模型 。 

例 5-2-3( 合 理 下 料 问题 ) 制造 某 种 机 床 需要 A、B、C 3 种 规格 的 轴 , 见 表 5-2-3。 各 
类 轴 件 都 用 5. 5m 长 的 同 种 圆 钢 下 料 ,车 计划 生产 100 台 机 床 , 问 最 经 济 的 用 料 需要 多 少 
根 圆 钢 ? 


表 5-2-3 
H 类 规格 /m 每 台 需 用 量 / 根 
A zi 1 
B gi 3 
Ñ 1. 4 


解 将 一 根 5.5m 长 的 圆 钢 , 截 成 长 度 分 别 为 3. 1m.2. 1m 和 1. 2m 的 材料 ,共有 5 种 
不 同 的 截 料 方式 , 见 表 5-2-4。 


表 5-2-4 
材料 | simma | Limma | 1.2m 轩 钢 余 料 截 料 根 数 
截 料 方式 
1 š 1 0 0.3 Tı 
2 1 0 2 0 Xr 
3 0 多 1 0. 1 Xs 
4 0 i. g 1.0 Ny 
5 0 0 4 0.7 Xs 
需 用 量 100 200 400 


设 x; 表示 用 第 j 种 下 料 方 式 所 用 圆 钢 的 根 数 ,根据 题 意 ,可 列 如 下 数学 模型 : 
minS = x, + x; + x; + x, + x; 
xı 十 zz > 100 
my F 2er ta 2 200 
* | Fat Be tdi 252400 
x;>0 (j =1,2,3,4,5) 
这 类 问题 一 般 称 为 合理 下 料 问 题 。 在 切割 .裁剪 工艺 中 ,研究 合理 下 料 方式 ,可 以 充分 利 
用 资源 ,降低 成 本 。 解 决 这 类 问题 的 关键 在 于 不 遗漏 ,不 重复 地 列 出 所 有 可 能 的 下 料 方式 。 
以 上 所 研究 的 资源 利用 问题 .合理 配料 问题 和 合理 下 料 问题 等 ,在 科学 管理 和 经 济 领 
域 里 ,还 有 很 多 类 似 的 应 用 ,如 工业 布局 问题 .平衡 运输 问题 等 都 能 建立 起 类 似 形式 的 数 
学 模型 。 
建立 经 济 问 题 的 线性 规划 数学 模型 ,一般 包括 以 下 3 个 步骤 。 
O) 确定 决策 变量 x;。 确 定 决策 变量 ,就 是 确定 优化 的 内 容 和 对 象 。 决 策 变 量 是 不 
同方 案 赖 以 区 分 的 根据 ,一 般 来 说 ,不 同 的 决策 变量 表示 不 同 的 方案 。 
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(2) 确定 目标 函数 S。 优 化 的 目标 是 经 济 管理 工作 者 选择 的 标准 ,线性 规划 模型 中 
的 目标 函数 是 决策 变量 的 线性 函数 , 它 反映 经 济 工作 者 所 追求 的 目标 (最 大 化 的 或 最 小 化 
的 ) ,反映 “目标 ”与 “决策 变量 "之 间 的 关系 。 一 般 来 说 , 当 决 策 变 量 取 不 同 值 时 ,目标 函数 
相应 的 取 不 同 的 值 。 

(3) 确定 约 东 条 件 。 线 性 规划 模型 的 约束 条 件 ,是 指 优化 过 程 中 限制 决策 变量 的 一 
些 条 件 , 它 们 是 决策 变量 线性 等 式 或 不 等 式 。 

从 上 面 建立 的 数学 模型 中 ,我 们 会 发 现 这 种 数学 模型 具有 如 下 特点 。 

G) 有 一 组 决策 变量 zj (j==1,2,…,n); 

(2) 有 一 组 约束 条 件 ,它们 都 是 用 变量 的 线性 不 等 式 ( 或 等 式 ) 表 示 的 ，; 

(3) 有 一 个 由 决策 变量 表示 的 线性 目标 函数 。 

在 数学 上 ,将 具有 上 述 特征 的 模型 叫 作 线性 规划 数学 模型 ,通常 记 作 LP 模型 。 


5.2.2 线性 规划 问题 的 数学 模型 


1. 一 般 形 式 


求 取 一 组 变量 zj (j= 二 1,2,…,n) ,使 之 既 满 足 线性 约束 条 件 , 又 使 线性 的 目标 函数 取 
得 极 值 的 一 类 最 优化 问题 , 称 为 线性 规划 问题 。 

线性 规划 问题 可 用 数学 语言 描述 如 下 。 

目标 函数 : max(min)S = clzl 十 czzz 十 … 十 cnzn 


aazl Harz: ++ +H ant < (=, 2>)b, 


a2izl Hant: 十 … 十 az < (=, >)b;, 
约束 条 件 : : (5-2-1) 
amti Fant Ee Hanta < (=, 2), 
z >0 (j =1,2, n) 
其 中 ,a5 obis (i 二 1,2,…,m; j 二 1,2,…,n) 均 为 常数 。 

把 式 (5-2-1) 称 为 线性 规划 问题 的 数学 模型 的 一 般 形式 ,其 简写 如 下 。 


目标 函数 : max(min)S = D oz 
j= 


约束 条 件 : = i 5-2-2) 
wy G= 


注 : 有 时 候 将 zx) 宇 0 称 为 变量 的 非 负 约束 条 件 。 
2. 标准 形式 


从 式 (5-2-1) 可 以 看 出 ,线性 规划 问题 的 一 般 形式 包含 了 线性 规划 问题 的 多 种 形式 ,这 
对 阐述 一 些 基本 概念 和 求解 方法 带 来 不 便 , 因 此 ,要 规定 一 种 线性 规划 问题 的 标准 形式 。 

规定 标准 形式 有 以 下 特点 。 

(1) 求 目标 函数 的 最 大 值 ; 
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(2) 所 有 的 约束 方程 都 用 等 式 表示 ; 

(3) 所 有 的 变量 都 是 非 负 的 ; 

(4) 约束 方程 等 式 右 端的 常数 ( 称 为 约束 常数 ) 都 是 非 负 的 。 
一 般 来 说 ,线性 规划 问题 的 数学 模型 标准 形式 如 下 : 


maxS = cixi cxs car, 


anity Hart ° +ayz, = b 
azlZl Taxz> + et + antn = bz 

s.t. : (5-2-3) 
amlZl T+a,,zs + ** +a,,z, = b, 


m 220 G= 1,2,=",n) 
其 中 ,6; 宇 0(i 二 1,2,…,m) ,或 写作 


" 
maxS = 2 cixi 
j= 


J) ajaj = b(b, 220) G= 1,2,--,m) 
s. ia 5-2-4) 
zj >0 (=1,2,,n) 


用 和 矩阵 表示 为 
maxS = CX 
AX =b 
s. "| (5-2-5) 
=, > 0 
其 中 ， 
C 一 (cl c ĉa) 
X= (n zz Z) 
an a Ain 
i= an Ps as, 
Am Am Gma 
b 
b= ia (6; >00) 
bm 


3. 线性 规划 模型 的 标准 化 


对 线性 规划 问题 的 研究 是 基于 标准 型 进行 的 ,因此 对 于 给 定 的 非 标准 型 线性 规划 问 
题 的 数学 模型 ,需要 将 其 转换 为 标准 型 。 一 般 来 说 ,对 于 不 同形 式 的 线性 规划 模型 ,可 以 
采用 以 下 方法 将 其 转换 为 标准 型 。 

(1) 对 于 目标 函数 是 求 最 小 值 的 线性 规划 问题 ,只 要 将 目标 函数 的 系数 取 反 , 即 可 转 
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换 为 等 价 的 最 大 值 问题 。 
(2) 约束 条 件 为 “过 ”(“* 达 ”) 类 型 的 线性 规划 问题 ,可 在 不 等 式 左边 加 上 (或 者 减 去 ) 
一 个 非 负 的 新 变量 , 即 可 转换 为 等 式 。 这 个 新 增 的 非 负 变量 称 为 松弛 变量 (或 称 为 剩余 变 
量 )。 在 目标 函数 中 一 般 认为 新 增 的 松弛 变量 的 系数 为 零 。 
(3) 如 果 在 一 个 线性 规划 问题 中 ,决策 变量 >, 的 符号 没有 限制 , 则 可 用 两 个 非 负 的 
新 变量 z, HL zw+t+l 之 差 来 代替 ,即将 变量 z, 写成 x 二 tr 一 Tutet1; 且 Enpe Z0, 
Zntt+1 宇 0。 通 常 将 这 样 的 z, 称 为 自由 变量 。 
(4) 当 常 数 项 p, 为 负 值 时 ,可 在 该 约束 条 件 的 两 边 分 别 乘 以 一 1。 
例 5-2-4 将 下 列 线性 规划 的 模型 转换 为 标准 型 : 
maxS = 70x, + 120x: 
9x, + 4xz; < 3600 
4xı 十 5zs < 2000 
` |3z 十 54zs < 3000 
zi zy Z: 0 
# 在 各 不 等 式 的 左边 分 别 加 上 松弛 变量 zs ,x ,zs ,使 不 等 式 成 为 等 式 , 从 而 得 到 
标准 型 : 
maxS = 70zl + 120x: 
9z1 十 47zs 十 x = 3600 
I 4xı + 5z: + z, = 2000 
Se Jami +54zs ima = 3000 
zistas 之 0 
例 5-2-5 将 下 列 线性 规划 模型 转换 成 标准 型 : 
minS = 3zl — z: + 3z; 
= + zy -F ayy =< 6 
zi + x; — z; > 2 
— 3: + 2z: + zs = 5 
Tist: Z 0,zs 无 非 负 约束 


解 通过 以 下 4 个 步骤 : 
(1) 将 目标 函数 两 边 乘 以 一 1 转换 为 求 最 大 值 ; 
(2) 以 xz; 二 zz 一 xs 代入 目标 函数 和 所 有 的 约束 条 件 中 ,其 中 ,zs 宇 0 ,zs 宇 0; 
(3) 在 第 一 个 约束 条 件 的 左边 加 上 松弛 变量 zs; 
(4) 在 第 二 个 约束 条 件 的 左边 减 去 剩余 变量 zx; 。 
于 是 得 到 该 线性 规划 模型 的 标准 型 : 
maxS' =— 3r, 十 zs — 3x, + 3; 


Tı + zs +z, — zs + zç = 6 


s a — e *F aps — y = 2 
本 
— 32 HŽ: Htet; = 5 


1 s Z2 s Z4 s Ts L6 s17 Z 0 
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5.2.3 线性 规划 问题 的 解 
线性 规划 问题 
maxS = > Cxj 
Say, = b,(b, 20) (i= 1,2,**,m) (5-2-6) 
s. t, {jmi 


z 220 (j=1,2,**",n) Se 


的 解 有 可 行 解 .最 优 解 .基本 解 . 基 本 可 行 解 4 种 ,下 面 分 别 讨论 。 
1. 可 行 解 


满足 线性 规划 约 东 条 件 (5-2-6) 和 (5-2-7) 的 解 半 = (zi strstr)" 称 为 线性 规划 
问题 的 可 行 解 。 所 有 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 或 可 行 解 集 。 


2. 最 优 解 
使 线性 规划 的 目标 函数 达到 最 大 值 或 最 小 值 的 可 行 解 称 为 线性 规划 的 最 优 解 。 
3. 基本 解 


设 A 是 约束 方程 组 (5-2-6) 的 (GmXn) 阶 的 系数 矩阵 (mm 二 nn) ,其 秩 为 m. IJ A 中 任意 
m 个 线性 无 关 的 列 向 量 构 成 的 m Xm 阶 子 矩 阵 称 为 线性 规划 的 一 个 基 矩 阵 或 简称 为 一 个 
E.H B., W.B 为 非 奇 异 矩 阵 , 即 | 五 | o, 

WERE m 个 列 向 量 称 为 基 向 量 , 其 余 nom 个 向 量 称 为 非 基 向 量 。 与 m 个 基 向 量 
相对 应 的 m 个 变量 称 为 基 变量 ,其余 的 "一 疡 个 变量 则 称 为 非 基 变量 。 显 然 , 基 变量 随 着 
基 的 变化 而 变化 , 当 基 被 确定 以 后 , 基 变 量 和 非 基 变 量 也 随 之 确定 。 

车 令 约 束 方程 组 (5-2-6) 中 的 n 一 m 个 非 基 变量 为 零 , 再 对 余下 的 m 个 基 变 量 求解 ， 
所 得 到 的 约束 方程 组 的 解 称 为 基本 解 。 基 本 解 的 个 数 总 是 小 于 等 于 Cx 个 。 

例如 , 设 了 = (p, pe e pn ) 为 线性 规划 的 一 个 基 , 于 是 x; 二 (i 二 1,2,…,m) 为 
变量 ,x)= 二 (i=mx 十 1,m 十 2,… ,n) 就 是 非 基 变量 。 现 令 非 基 变 量 zw+i Simy = = =,= 
0, 方 程 组 (5-2-5) 就 变 为 


anzai Fart: +e F amta = b 


anza Fazat 十 … 十 aznzm 一 De 


aati Tame T Faz, = b, 
此 时 方程 组 有 m 个 方程 式 ,m 个 未 知 数 , 可 唯一 解 出 zi ,zx2，,… ,zm。 则 向 量 
X = iy a e 


mmi 


就 是 对 应 于 基 B 的 基本 解 。 
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4. 基本 可 行 解 
满足 非 负 条 件 ( 式 5-2-7) 的 基本 解 称 为 基本 可 行 解 ; 对 应 于 基本 可 行 解 的 基 称 为 可 


行 基 。 
显然 ,基本 可 行 解 既是 基本 解 ,又 是 可 行 解 。 一 般 情况 下 ,基本 可 行 解 的 数目 要 少 于 
基本 解 的 数目 ,最 多 两 者 相等 。 
当 基 本 可 行 解 的 非 零 分 量 个 数 恰 为 m 时 , 称 此 解 是 非 退化 的 解 ; 如 果 有 的 基 变量 也 
取 零 值 , 即 基本 可 行 解 的 非 零 分 量 个 数 小 于 m 时 , 称 此 解 是 退化 解 。 
B| 5-2-6 求 下 列 线 性 规划 问题 的 所 有 基本 解 , 并 指出 哪些 是 基本 可 行 解 : 
maxS = 3zi + xz; 
2zli 十 3zz < 4 
S [e +zx < 5 
Tist; > 0 
解 将 已 知 模型 转换 为 标准 型 : 
maxS = 3z, + x; 
P. + 3xz+ + zs = 4 
s. t. 


3zi +z; +z, = 5 
z;Z20 (j=1,2,3,4) 
其 系数 矩阵 为 


4= Í, š 1 1]= 
| @#mn @ ga) 


由 于 其 中 任意 两 个 向 量 都 是 线性 无 关 的 , 故 共 有 Cf 二 6 个 不 同 的 基 , 对 应 于 6 个 不 同 
的 基本 解 ,如 表 5-2-5 所 示 。 
表 5-2-5 
基 基 向 量 基 变 量 | 非 基 变量 对 应 的 基本 解 说 明 
区 Š + š m 
B= (bb) | Cersa) | Cessa) Jo 一 (本 7’ 0) AKTIT 
8, H 
L: 5 2 Y" Ls 
B= bD | ad | Gad) x,,= [> Ó 9 0) 基本 可 行 解 
3 0 
2 0 
B= Chispa) | (zyz) | (zyz) | X = (2 0 0 一 1)7 | 非 可 行 解 
$i 
3. ü 
Wi (pasps) | (zaza) | (arsa) | X =(0 5 一 11 0)" | 非 可 行 解 
1 0 
Sig 4 11\7 
B= (prp | aa | Gaza) x, = [° TÜ a) 基本 可 行 解 
i 1 
1 0 
B;= (yopo) | roost) | Gaasy |X O 0 4 5)" 基本 可 行 解 
0 1 
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5.2.4 线性 规划 问题 的 图 解法 


两 个 变量 的 线性 规划 模型 ,可 以 在 平面 直角 坐标 系 上 用 直观 、 形 象 的 图 解法 来 解决 。 
其 基本 思路 是 ,由 约束 条 件 确定 可 行 域 , 然 后 结合 目标 函数 ,从 可 行 域 中 求 得 最 优 解 。 图 
解法 的 具体 步骤 如 下 : 
(1) 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 ; 
(2) 图 示 约 束 条 件 , 找 出 可 行 域 ; 
(3) 图 示 目 标 函数 和 寻找 最 优 解 。 
例 5-2-7 用 图 解法 求解 线性 规划 问题 : 
maxS = 3x, + 4x; 
z, + 2z; < 8 
z <4 
š wi 
Ti zs Z> 0 
# (1) 画 出 由 约束 条 件 所 确定 的 可 行 域 。 
O 把 决策 变量 zi ,zs 看 作 平面 上 点 的 坐标 ,由 ziyzz 三 0 可 知 ,可 行 域 在 第 一 象限 。 
© 画 出 直线 : 用 等 式 约束 代替 不 等 式 约束 ,如 图 5-2-1 所 示 。 


Zi 十 2zs 一 8 
z = 4 
z, = 3 


© 确定 可 行 域 。 确 定 每 一 个 不 等 式 所 表示 的 半 平 面 , 取 它 们 的 交集 , 即 多 边 形 OABCD 
为 所 求 可 行 域 ,如 图 5-2-2 所 示 。 


图 5-2-1 图 5-2-2 


(2) 从 可 行 域 中 找 出 最 优 解 . 把 目标 函数 S 王 3zi 十 4zs 中 的 S 看 作 一 个 参数 , 取 S= 
0, 则 0 二 3z1 十 4zs 是 一 条 直线 , 且 这 条 直线 上 任意 一 点 都 使 目标 函数 取 *0” 值 ,因此 , 称 此 
直线 为 目标 函数 等 值 线 。 若 再 取 S 二 4,8,12,…, 则 可 得 到 一 族 平行 的 目标 函数 等 值 线 ， 
如 图 5-2-3 所 示 。 由 图 5-2-3 可 知 ,S 取 值 越 大 ,目标 函数 等 直线 就 越 往 右上 方 平移 ,B 
点 是 使 目标 函数 值 最 大 的 可 行 解 。 
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求 出 B 点 的 坐标 。 解 方程 组 
Zi 十 2zz 一 8 
A =4 


得 B(4,2)。 因 此 ,该 问题 的 最 优 解 为 


对 应 目标 函数 最 优 值 为 
S 一 3X4 十 4X2 王 20 
例 5-2-8 用 图 解法 求解 线性 规划 问题 : 
maxS = 2x, 十 4zz 
>, + 2z£ < 8 
z < 4 
` |z <3 
Ti sti > 0 
f 夯 出 由 约束 条 件 所 确定 的 可 行 域 ,多 边 形 OABCD 为 所 求 可 行 域 ,如 图 5-2-4 
所 示 。 


Wa 
Sa 6=3xi+4x2 
0=3xi+4x> 


图 5-2-3 


令 S$=0,4,8,12,…', 在 可 行 域 OABCD 上 作 目 标 函 数 等 值 线 , 如 图 5-2-4 中 的 虚线 
所 示 。 由 图 5-2-4 可 见 ,使 S 取得 最 大 值 的 目标 函数 等 直线 与 线段 BC 重合 ,这 说 明 该 问 
题 的 最 优 解 有 无 穷 多 ,这 些 最 优 解 均 在 线段 BC E. 
因为 在 已 点 时 2 一 (4 2)7, 求 过 C 点 的 直线 联 立 方程 : 
Xi 十 2X2 = 8 


z=3 
得 在 C 点 时 X2 =(2 3)"。 则 在 线段 BC 上 的 任意 一 点 有 
X=aX® +(1—a)X2@ (0<a<1 
所 以 ,该 问题 的 最 优 解 是 
X=aX% + (1—a)X@ =a(4 2)F+(—a)(2 3)7 (0 过 < 过 1 
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对 应 的 最 优 值 为 
S=2X4+4X2=16 
$: AA P X° ,X2 在 可 行 域 的 顶点 处 ,它们 是 该 问题 的 两 个 基本 最 优 解 。 但 是 这 
两 个 点 之 间 连 线 上 的 点 对 应 的 解 ,只 是 该 问题 的 最 优 解 。 
例 5-2-9 用 图 解法 求解 线性 规划 模型 : 
maxS = 2x, 十 4zz 
2z, +z; > 8 
| | 2z, + z+ < 2 
ri zs > 0 
解 (1) 画 出 由 约束 条 件 所 确定 的 可 行 域 。 
O 把 决策 变量 zi ,zs 看 作 平 面 上 点 的 坐标 ,由 z, 
2 全 0 可 知 ,可 行 域 在 第 一 象限 。 
@ 面 出 直线 : 用 等 式 约束 代替 不 等 式 约束 ,如 图 5-2-5 
所 示 。 


2x1tx2=2 


2xı 十 zz 一 8 
一 2zi 十 zz 一 2 £= 2xi+Ho=8 

(2) 确定 可 行 域 。 确 定 每 一 个 不 等 式 所 表示 的 半 平 
面 , 取 它 们 的 交集 , 即 为 所 求 可 行 域 ,由 图 5-2-5 可 知 可 行 
域 无 上 界 , 因 此 该 线性 规划 问题 有 可 行 解 ,但 无 最 优 解 。 

注意 : 当 可 行 域 为 空 集 时 ,无 可 行 解 , 也 无 最 优 解 。 

线性 规划 问题 的 解 有 以 下 几 种 情况 。 

(1) 有 唯一 的 最 优 解 。 

D 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 当 目标 函数 的 系数 与 某 一 个 约束 条 件 相 应 变量 的 系数 成 比 
例 时 ,问题 就 可 能 有 无 穷 多 个 最 优 解 ; 或 者 说 当 线 性 规划 问题 有 两 个 不 同 的 最 优 解 时 , 则 
必 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 

G) 无 最 优 解 。 有 两 种 情况 : 模型 的 约束 条 件 互 不 相 容 (互相 矛盾 ), 此 时 可 行 域 
为 空 集 ,该 问题 无 可 行 解 ,因而 无 最 优 解 ; @ 可 行 域 匹 界 , 如 果 是 最 大 化 (最 小 化 ) 的 目标 
函数 ,而 可 行 域 无 上 界 ( 下 界 ) , 则 问题 有 可 行 解 而 无 最 优 解 。 

由 图 解法 的 过 程 和 结果 可 得 以 下 线性 规划 问题 解 的 性 质 , 依 据 这 些 性 质 就 可 以 构造 
出 求解 线性 规划 问题 的 方法 。 

性 质 5-2-1 最 优 解 若 存在 , 则 可 在 可 行 域 的 项 点 上 得 到 。 

性 质 5-2-2 ”可行 域 的 顶点 的 个 数 是 有 限 的 。 

性 质 5-2-3 ”线性 规划 问题 若 有 两 个 最 优 解 , 则 其 连 线 上 的 点 也 是 最 优 解 , 即 最 优 解 
有 无 穷 多 个 。 


习题 5-2 
1. 将 下 列 线性 规划 模型 化 成 标准 型 。 


图 5-2-5 


122 


大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 


L 


(1) maxS 一 2zl 十 zz 
3r Ha 
4zi -3z+Z:6 
xit 2n <3 


Xi st Z0 


2. 用 图 解法 求解 线性 规划 模型 。 


(1) minS 一 一 2zl +x; 


(2) minS= —2zi +5z; +z; 
9z T5z, —14<0 
zi 十 3zz 一 2zs 一 2 
` | 8x, — xz +4z;2>0 
ziyzz 志 0,zs 无 非 负 约束 


(2) maxS 一 3zl 十 zz 


m t1 tı H4 
bhin Says 8 =a -z,<0 
=i sz 220 = t: oHa 
List Z0 


5.3 单纯 形 解 法 


53:1 引 例 


由 5. 2 节 对 线性 规划 问题 的 解 及 性 质 的 分 析 易 知 ,通过 比较 各 个 基本 可 行 解 上 目标 
函数 值 的 大 小 可 求 得 线性 规划 模型 的 最 优 解 。 由 于 基本 可 行 解 的 个 数 是 有 限 的 ,因此 ,这 
种 求解 方法 在 理论 上 是 行 得 通 的 。 然 而 , 当 n 和 m 较 大 时 ,这 种 枚 举 的 方法 需要 完成 大 
量 的 计算 和 比较 工作 ,而 且 容易 遗漏 ,从 而 得 不 到 最 优 解 ,因此 , 须 探求 更 一 般 的 求解 方 
法 。 本 节 通 过 实例 来 探索 单纯 形 解法 的 原理 和 过 程 。 

例 5-3-1 某 厂 用 A,B 两 种 原料 生产 甲乙 两 种 产品 ,已 知 1 吨 产品 分 别 需要 各 种 原 
料 的 数量 、 可 得 利润 及 工厂 现 有 原料 的 数量 如 表 5-3-1 所 示 。 


表 5-3-1 
产品 
原料 甲 现 有 原料 
A 1 2 28 
B 4 1 42 
利润 ( 千 元 / 吨 ) ? 5 


试问 甲乙 产品 各 生产 多 少 ,可 获得 最 大 利润 ? 
解 ” 设 甲乙 产品 分 别 生产 zi ,xs 吨 , 可 列 如 下 数学 模型 : 
maxS = 7Zzl 十 5zz 
2 十 22 < 28 
s. t. 14zl + z; < 42 
mi yy Z Ü 
该 模型 可 以 通过 图 解法 或 枚 举 法 解 出 该 问题 的 最 优生 产 方 案 ,这 里 ,利用 线性 规划 问 
题 的 解 的 一 些 性 质 和 结论 ,采用 换 基 和 迭代 的 方法 来 探求 更 一 般 的 解法 。 基 本 思路 如 下 。 
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先 设法 找 一 个 可 行 基 ( 解 ) ,判断 它 是 否 是 最 优 基 ( 解 ) 。 如 果 是 , 则 求解 终止 ; 如 果 不 
是 , 便 从 该 基 出 发 且 避 开 非 可 行 基 ( 解 ),“ 跳 ”到 另 一 个 可 行 基 上 。 接 着 判断 第 二 个 可 行 基 
是 否 是 最 优 基 ( 解 )。 如 果 是 , 则 求解 终止 ; 如 果 不 是 , 便 从 第 二 个 可 行 基 出 发 重复 刚才 的 
程序 ,直到 找到 最 优 解 或 确定 没有 最 优 解 为 止 。 具 体 做 法 如 下 。 

引入 松弛 变量 zs ,zs ,将 上 述 模型 转换 为 标准 型 : 

maxS = 7zi 十 5zz 
Zi 十 2zz 十 zs 一 28 
s. t. 14zli + zx + z, = 42 
z 20 G=1,2,3,4) 
显然 Bo 一 (ps ps ) 是 一 个 现成 的 初始 可 行 基 , 对 应 的 基 变 量 和 非 基 变量 分 别 为 
X, = (z; z Ds Xx, = (xz! zz y: 
令 非 基 变 量 Xv = (zi zz) 一 0, 代 入 约 东方 程 组 ,得 XO 一 (0 0 28 42)7 是 对 应 基 
Bo 的 基本 可 行 解 ,是 一 个 可 行 基 。 将 Xo 一 (0 0 28 42)7 代入 目标 函数 ,得 S (x= 
0, 即 S=0。 

这 一 结果 表明 ,甲乙 产品 都 没有 安排 生产 ,各 种 资源 都 没有 动用 ,所 以 利润 S= 
S'=0, 

从 目标 函数 maxS=7xi +5z; 可 以 看 出 ,因为 zi ,zs 是 非 负 数 ,只 要 xz) 隆 0, 目 标 函 数 
值 便 会 增加 ,所 以 X” 不 是 最 优 解 , 因 而 B, 也 不 是 最 优 基 。 从 经 济 上 说 ,只 要 安排 生产 甲 
产品 或 乙 产 品 ,都 可 以 获得 一 定 的 利润 ,所 以 ,X' ?不 是 最 优 解 。 

于 是 就 需要 “ 换 基 ”。 怎 样 换 基 ? 让 哪个 非 基 变 量 * 进 基 " 呢 ? 原则 上 讲 , 应 该 先 让 使 
目标 函数 增加 得 少 的 那个 非 基 变量 进 基 。 从 经 济 上 说 ,由 于 利润 函数 S=7zi 十 5zs 中 ， 
zi 的 系数 大 于 zs 的 系数 , 即 甲 产 品 的 单位 利润 大 于 乙 产 品 的 单位 利润 , 故 为 了 利益 应 优 
先 考虑 生产 甲 产品 , 即 选 zi 进 基 。 又 因为 该 问题 的 约束 系数 矩阵 的 秩 r(4) 二 2, 因 此 在 
zi 进 基 的 同时 , 原 基 变量 必须 有 一 个 被 换 出 基 。 那 么 又 让 谁 * 出 基 " 呢 ?必须 保证 将 非 基 
变量 和 基 变 量 对 换 后 构成 的 新 基 仍 然 是 可 行 基 。 为 此 ,利用 约束 方程 组 ,把 原 基 变 量 za， 
z, 用 非 基 变量 zx ,zs* 表示 出 来 进行 分 析 : 

Ë = 28 — x, — 2r: 


Zi = 42 — xy — my 
因为 当 zi 进 基 后 ,zs 仍 是 新 基 B 的 非 基 变量 ,所 以 在 新 基 B 中 仍 取 zs 一 0。 从 经 
济 上 说 ,就 是 优先 安排 生产 甲 产 品 (zi) ,而 暂 不 安排 生产 乙 产 品 (zz)。 把 r 50 代入 上 
式 , 并 保持 zs ,zs 的 非 负 性 , 则 有 
zs 一 28 一 Zi > 0 
l. = 42 —4x, > 0 


因此 ,x BARE amin [一 旦 | 。 从 经 济 角度 来 说 ,这 表明 原料 也是 生产 甲 产 
品 的 紧俏 资源 。 同 时 ,为 了 在 换 基 后 仍 保证 X 之 0, 进 基 变 量 z, 只 能 由 0 变 到 至 。 为 使 


zoe 中 有 一 个 “出 基 *",z 的 取 值 还 必须 能 使 xs ,zt 中 有 一 个 为 零 。 注 意 到 当 x 一 宇 
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ma 542x40, FREE z, 出 基 。 


将 zi !j =, 对 调 , 原 基 Bo 中 的 基 向 量 P, 就 让 位 于 P, ,从 而 得 到 新 基 


#9 
B = (PPD = |, , 


新 的 基 变 量 为 za ,zi , 非 基 变量 为 zs 和 zi, 令 非 基 变量 Xa 一 (zz Zi) 二 0, 代 入 约 
束 方程 组 ,可 得 对 应 基 B, 的 新 的 基本 可 行 解 
= (26.35. 


此 时 ,相应 的 目标 函数 值 为 


147 
= 
2 


由 可 行 基 Bo “BEE B, ,就 是 由 基本 可 行 解 X 7 “ 跳 " 到 X ,从 而 使 目标 函数 值 由 0 
mma, 这 说 明 XO I£ X 优越 。 但 是 XO 是 不 是 最 优 解 呢 ? 由 原 目 标 函 数 的 表达 


式 是 无 法 判别 其 优 劣 的 ,需要 将 目标 函数 变形 成 为 与 之 等 价 的 函数 ,用 对 应 新 基 B, 的 非 
基 变 量 表示 的 公式 才能 判断 。 为 此 由 约束 方程 组 解 出 zi ,zs ,得 


2 4 4 
z = 1 s 4 
将 之 代入 原 目标 函数 ,得 


从 此 式 可 看 出 ,X2 虽 比 XO 优越 ,但 它 仍 不 是 最 优 解 ,还 需 重复 上 述 程序 继续 换 基 。 
下 面 将 换 基 程序 作 一 简单 归纳 。 
(1) 确定 “ 进 基 ”( 换 人) 变量 , 即 换 进 一 个 非 基 变量 为 基 变 量 。 将 目标 函数 改写 为 方 
程式 
S— Tzi — 5z: = 0 
按 “ 最 大 正 系数 原则 ?确定 “ 进 基 ”变量 ,根据 这 一 原则 确定 换 入 的 基 变 量 是 zi 。 
(2) 确定 “出 基 ”( 换 出 ) 变 量 , 即 换 出 一 个 基 变 量 为 新 的 非 基 变量 。 用 约束 常数 项 分 
别 除 以 确定 换 入 的 新 基 变 量 ( 如 >, ) 所 在 列 的 正 系 数 (负数 或 零 除 外 ) , 按 * 最 小 比值 原则 ?” 
确定 “出 基 ” 变 量 , 即 
. (28 42) 42 
mn FT 
根据 这 一 原则 确定 换 出 的 基 变 量 是 zx 。 
(3) 确定 了 “ 进 基 ”" 和 “出 基 " 变 量 之 后 的 换 基 和 迭代 过 程 。 可 以 通过 对 线性 方程 组 的 增 
广 和 矩阵 施 以 行 初等 变换 ,使 新 基 变 量 所 在 的 列 成 为 初始 单位 列 向 量 实现 换 基 和 迭 代 过 程 。 
具体 做 法 如 下 。 
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将 线性 规划 问题 标准 化 , 选 定 一 个 初始 可 行 基 , 如 Bo = (p w= BELG 
函数 表达 式 改写 为 与 之 等 价 的 方程 式 , 即 
S 一 7zi — 5x: + 0z; + 0z, = 0 
于 是 标准 型 可 视 为 十 1 元 线性 方程 组 (把 S 也 视 为 变量 ) , 
SS 一 7zl — 5x2 + 0z; + 0z, = 0 
: + 2z> + zs + 0z, = 28 
zy et Ors me  =42 


其 增 广 矩 阵 为 
1 —7 —5 0 0 0 
"| i 2 3 Ó nl 
t 4 1 0 š 42 
对 T(B,) 按 上 述 原则 施 以 初等 行 变 换 : 


人 — 
T(B)=|0 1 2 10 28|-loo Ż 1-4 Žž 
0 4 1 01 2— adlg 1 a 
4 4 3 
可 得 
jm 
S > tq T% 
zs = B Latia 
pabi 0. h. 
1 2 4 2 4 4 


重复 上 述 方法 ,继续 换 基 , 按 “ 最 大 正 系数 原则 ”可 以 确定 zs 为 “ 进 基 ? 变 量 , 用 最 小 比 
值 原则 确定 zs 为 “出 基 " 变 量 : 


13 147 13 9 
j Q WU t r F roo — á y wW 
7 35 4 1 
T(B.) 0 0 4 1 4 2 == |ü Ü 1 T T 10 
1 1 21 i 23 
ô i T Š A rd= a Ë 
注 :“ 个 ”表示 “ 进 基 ”, 由 “最 大 正 系数 原则 ”确定 ;“ 一 ”表示 “出 基 ”, 由 “最 小 值 原则 ” 


确定 , 它 表示 “一 ”所 在 行 的 基 变 量 要 换 出 来 。 
很 明显 ,从 B, = (ps bo) J Bi = (Ps pı) PI pi 取代 了 ps 0949 8; 到 了 :一 
(b: bi) b 又 取代 了 ps 的 位 置 。 
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由 于 
s= 106 — lrs -2a < 106 (zsz > 0) 
所 以 


Smax = 106 
X=(8 10 0 0)7 是 最 优 解 , 原 问题 的 最 优 解 为 X= (8 10)7, 即 当 甲乙 产品 分 
别 生 产 8 吨 和 10 吨 时 ,该 厂 可 获得 最 大 利润 为 106 TG. 


5.3.2 单纯 形 表 


设 m WEEB 为 线性 规划 问题 
maxS = CX 


AX =b (b, > 0) 
s. t. 
X, > 0 


的 一 个 基 ,Cs 表示 基 变 量 在 目标 函数 中 的 系数 组 成 的 行 矩 阵 , 记 
C,B'1A—C= (ba bo … bon) 
CsB™b = bx 
bu biz ... bin 


ba bu … bua 


B'A = 
ba bm ° b,, 
bi, 
b;,,+1 

B b= 
b, 

则 对 应 于 基 B 的 单纯 形 表 T(B) 为 

bo bx 2 bon bont 


bi be e ba bimn 
T(B) = | bn bz … Dx bomp 


Bi Da = Bye Donar 
矩阵 中 的 第 一 行 除 最 后 一 个 分 量 外 ,其 余 nn 个 分 量 为 检验 数 5o; (二 1,2,…,n); 矩阵 
中 最 后 一 列 的 第 一 个 分 量 0.,+1 为 对 应 于 基 B 的 目标 函数 值 ,其 他 m AH bins a (i 二 1， 
2,…,m) 就 是 对 应 于 基 B 的 基本 解 中 变量 的 值 ( 非 基 变 量 取 0 值 ) 。 
定理 5-3-1( 最 优 解 判 别 定理 ) ”对 于 基 B, 如 果 
[gb |Z, | GB “ACZ 0 
则 对 应 于 基 B 的 基本 解 X 便 是 最 优 解 , 称 为 基本 最 优 解 ,而 基 B 称 为 最 优 基 。 
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要 
由 最 优 解 判 别 定理 可 知 , 当 5;,,41 宇 0(i 二 1,2,… ,1m) ,bwy 宇 0Gj 二 1,2,…,n) 时 ,线性 规 
划 问 题 有 基本 最 优 解 。 
5.3.3 单纯 形 解法 举例 
例 5-3-2 用 单纯 形 解法 求解 如 下 线性 规划 问题 。 


minS = 3x, — z+ 一 2zs 


2>, + 2z> + zs < 5 
s.t. | 


3z, + 2z, < 6 
z 220 (=1,2,3) 
分 析 这 是 约束 方程 式 都 是 “二 "约束 的 情况 。 在 这 类 问题 中 , 基 变 量 的 目标 函数 系 
数 全 为 0, 有 
Cs 一 O，CsB- 4 一 C 一 一 C， C,B'b= O 
BA=A, Bb=b 
解 首先 将 原 问 题 化 为 标准 形式 , 即 
maxS’ =— 3x, + xz; 十 2zs 十 0z 十 0zs 
2z, 十 2zs 十 zs 十 zi 一 5 


3zi + 2zs + zs = 6 
x;>0 (j=1,2,3,4,5) 
i 1 
然后 取 约 束 方程 组 中 变量 xz, ,zs 前 的 系数 列 向 量 组 成 基 Bo, HJ m=( 1]. 
BSE, HIET zx ,zs 的 目标 函数 为 Co, = (0 0) ,可 得 基 Bo 对 应 的 单纯 行 表 为 
3s -1 —2 @ 0 ü 
2 z 1 1 Ú 5 
3 0 ¿ 0 1 g 


再 进行 基 和 迭代 ,寻找 最 优 基 和 最 优 解 。 
因为 检验 数 bo 三 一 1,bo 一 一 2, 所 以 基 B, 不 是 最 优 基 ,对 应 的 基本 可 行 解 也 不 是 最 


优 解 。 由 


T(B.) = 


max{|—1| | 一 21}=2 
可 确定 非 基 变 量 x, 进 基 ,再 由 最 小 比值 原则 
5 6 6 
mn 计划 = 
确定 基 变 量 zs 出 基 。 对 T(B。) 按 上 述 原则 施 以 初等 行 变换 ,从 而 得 到 zi ,zs 的 系数 列 向 
量 组 成 的 新 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 , 即 


6 =i 0 0 i% 
3 —1 —2 0 0 0 ë 1 
u= Pp 3 pasal. < 8 3 =yx = 
3 p 3 Ú 3 @ 3 1 
7 TIo zè 
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L 


在 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 bos 二 一 1, 所 以 基 B, 不 是 最 优 基 , 还 需要 换 
HAR. H bo 二 一 1 确定 非 基 变量 >, 进 基 ,用 最 小 比值 原则 
2 — 2 
min fz = => 
确定 x, 出 基 ( 由 于 ba 一 0, 它 不 能 作 除 数 ,约定 这 样 的 项 用 * 一 "来 表示 )。 对 T(CB; ) 按 上 
述 原则 施 以 初等 行 变 换 , 得 到 zs ,zs 的 系数 列 向 量 组 成 的 新 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 , 即 


25 1 3 
N — 0 0 i 6 a 00 > ET 7 
alaz Boi- p| |a A at 
T(B,)= x 4 Tig +. 3 
= 0 1 0 = š š f 
— 0 1 — 3 
2 2 2 2 


在 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 boj 宇 0(j 二 1,2,3,4,5), 所 以 基 B, 是 一 个 最 
优 基 ,对 应 的 最 优 解 为 
X= (0 4 32 OÓ 0)? 
最 优 值 为 
S = 一 S = 一 7 
例 5-3-3 ”用 单纯 形 解法 求解 如 下 线性 规划 问题 : 


minS 一 一 4zl + x: 


=A Fios sS 

2xı — 5r: < 6 
s, t. 

zı — 3: < 4 


z 20 Gj=1,.2) 
解 首先 将 原 问 题 转换 为 标准 形式 , 即 
maxS’ = 4x, — x: 十 0zs + 0r, + Ors 
— zı + 2z; + z; = 5 
2zi —5zx + z, = 6 
s. t. 
zı — 3z: + z; = 4 
x;>0 (=1,2,3,4,5) 
然后 取 约 东方 程 组 中 变量 zs ,zi'zs 前 的 系数 列 向 量 组 成 基 Bo , 即 B, = E. 3Ë B, 对 
应 的 单纯 形 表 以 及 换 基 迁 代 ,寻找 最 优 基 的 过 程 如 下 : 


0 -90 202 
—4 10000 g- yi Ay g 
wosa t Tros 2 
| > =s 0 É Q 6 1 — 0 40 3 
i= a Ú W é 
fi 1 
1-4 o-41 1 


在 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 bo 一 一 9 过 0, 所 以 基 B, 不 是 最 优 基 , 还 需要 
换 基 迭 代 。 非 基 变 量 z, 进 基 ,但 >, 所 在 列 的 元 素 都 是 非 正 数 , 即 没有 出 基 变 量 。 这 说 明 
Zs 成 为 基 变量 后 ,目标 函数 值 S 可 以 无 限 地 增 大 而 不 影响 这 一 问题 的 可 行 性 ,所 以 这 一 
问题 没有 最 优 基 ,也 就 没有 最 优 解 。 
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例 5-3-4 用 单纯 形 解法 求解 如 下 线性 规划 问题 : 
maxS = 30x, + 17. 5x2 +6. 75x3 
15x: + 10x2 + 3z; < 400 
8xı 十 4zz + 2x; < 200 
` |321 + 2x2 < 100 
z 20 G =1,2,3) 
解 首先 将 原 问 题 转换 为 标准 形式 , 即 
maxS = 30zl 十 17. 5x2 + 6. 75zs + 0z, 十 0zs 十 0ze 
15x1 十 10zs 十 3zs +z, = 400 
8xı 十 4zz 十 2zs + zs = 200 
“]am +2z + z+ = 100 
x; >0 (j=1,2,3,4,5,6) 
ERARI RH rB AE hk z, ,zs ,zs 前 的 系数 列 向 量 组 成 基 Bo , 即 B, =E, 3Ë B, 对 
应 的 单纯 形 表 以 及 换 基 帮 代 , 寻 找 最 优 基 的 过 程 如 下 : 


— 3⁄0 — 15 -0675 0 0 0 0 
5 10 l 00 
0805 = 15 0 0 4 
8 4 2 O L à 200 
3 2 0 0 0 1 100 
5 3 15 
0 > 4 0 E 0 750 
5 3 _ 15 5 
m 0 2 I 1 8 0 25 
1 1 Ï 
让 
1 3 3 
@ 村 T° s i gs 
co o + 2 os 
8 
8 Žž 3 
O 1 10 5 + 0 10 
2 1 i) 
1 0 B 5 > © 20 
3 i 
0 0 5 5 0 1 20 
在 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 boj 宇 0(j 二 1,2,3,4,5,6), 所 以 , 基 B, 是 一 
个 最 优 基 , 对 应 的 最 优 解 为 


X% = 20 10 0 0 @ 20)" 
最 优 值 为 
S=775 
但 是 从 检验 数 中 可 以 看 到 , 除 基 变 量 的 检验 数 为 0 外 ,还 有 非 基 变量 zs 的 检验 数 为 
0, 这 说 明 有 可 能 存在 其 他 最 优 解 。 不 妨 让 非 基 变量 zs 进 基 ,并 由 最 小 比值 原则 确定 +, 
出 基 ,然后 再 进行 换 基 迁 代 ,寻找 另 一 个 基本 最 优 解 , 即 
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至 
0 0 O I 5 0 775 ö Ga ï r: 0 775 
3 3 3 1 3 
o1 -4 Z -Žo 1 T 10 + -Žo 5 
2 1 5 1 5 
10 Z —+ 7 o% k 0 1-+ + 0 5 
3 _1 3 1 3 
oo -2 —+ o 1 2 300 + + 1 50 


可 见 基 B, 也 是 一 个 最 优 基 ,对 应 的 最 优 解 为 

x? 一 (0 25 50 0 0 50) 

最 优 值 为 
S = 775 
所 以 ,这 一 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 : 
= 二 = (Oa 

例 5-3-5 用 单纯 形 解 法 求解 如 下 线性 规划 问题 。 

mins = 3zy— zs — 2zy + 2z¿ — ms 


2z, + 2z>; — zx +=, = 6 
s, t. 


— 2x, + xz, + 2zx,; + z; = 4 
x; >0 (j=1,2,3,4,5) 
分 析 这 是 约束 方程 都 是 “= ”约束 的 情况 。 在 这 类 问题 中 , 基 变 量 的 目标 函数 系数 
不 全 为 0, 所 以 在 目标 函数 标准 化 后 ,首先 要 计算 初始 可 行 基 对 应 的 检验 数 和 目标 函 
数值 : 
OB A.C, CBb 
然后 才能 用 单纯 形 表 进 行 换 基 和 迭代 ,寻找 最 优 解 和 最 优 基 。 
解 首先 将 原 问 题 转换 为 标准 形式 , 即 
maxS' =— 3z1 十 zz + 2zs — 2z, — zs 
2zi T+ 2zy — zm + z, = 6 
vk - 2x, + xz; + 2z; + z; = 4 
x; >0 (j=1,2,3,4,5) 


ERARI PE $H PE zi'zs 前 的 系数 列 向 量 组 成 基 B, , BI s= Í j= 
Bs! 二 EE, 且 基 变 量 z, ,zs 的 目标 函数 为 Cs 二 (一 2 一 1), 且 
BA =A; BK'b= b 


Cs, Bi4 一 C= (一 2 =| Cem " jj 2 =Q =i 
o Si gei 

a =f 0 =% =-= I 2 一 分 = 
=0 —@ —2 ú 05 


6 
|C, Il Bb |= |—2 -11 |= 


可 得 基 B, 对 应 的 单纯 行 表 ,并 利用 初等 行 变换 进行 换 基 选 代 , 寻 找 最 优 解 , 即 
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to- g Ü É 
1 一 6 —2 0 0 —16 1 1 
1 1—5 5 03 
T=] 2 2 Tio 6 j> Z 2 
= 1 2 0 1 4 5 1 
a 8 3 ZII 
l wo 5 Š 
2 2 1 16 
sE 0 5 pT 
6 1 2 2 
5 9 4 5 E$ 


在 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 boj 宇 0(j 二 1,2,3,4,5), 所 以 基 B, 是 一 个 最 
优 基 ,对 应 的 最 优 解 为 


最 优 值 为 
S = 一 S =—4 
易 知 这 种 特殊 问题 的 求 最 优 解 方法 基本 上 与 前 一 部 分 讨论 的 解法 相同 ,只 是 在 利用 
单纯 行 表 寻 找 最 优 基 之 前 , 先 要 计算 初始 可 行 基 对 应 的 检验 数 和 目标 函数 值 。 
例 5-3-6 用 单纯 形 解法 求解 如 下 线性 规划 问题 。 
minS = 2z 十 zs 一 2zs 
2z 十 27 — z, > 2 
xı Hr: + xz; = 4 
` |2z, — z; + z; < 6 
x; >0 (j=1,2,3) 
分 析 这 是 约束 方程 含有 “三 ”或 “二 ”约束 的 情况 。 这 类 问题 的 求解 方法 更 复杂 一 些 。 
# 首先 引进 松弛 变量 zx, 三 0,z; 三 0, 将 原 问 题 转换 为 标准 形式 , 即 
maxS' =— 2x; — zx + 2x; + 0z, 十 0zs 


xi F 2zy — 1 — m, = 2 


s. t. 


zí +z, + zs = 4 
` |221 — z; + zs + z; = 6 
rz; 20 G(j=1.2,3,4,5) 
因为 在 约束 方程 组 的 系数 矩阵 中 没有 初始 可 行 基 ( 即 单位 矩阵 ) ,所 以 需要 在 第 一 、 第 
二 个 约束 方程 式 中 分 别 加 上 非 负 变量 zs 三 0,z 三 0, 使 它们 在 约束 方程 组 中 的 系数 列 向 
量 与 变量 zs 的 系数 列 向 量 组 成 一 个 3 阶 单位 矩阵 ,形成 一 个 可 行 基 , 即 
wr 
Ee Zi 十 zz 十 zs 十 zy = 4 
2zi — z+ + zs + zs = 6 
x; >0 (j=1,2,3,4,5,6,7) 
这 种 为 配 齐 基 变 量 而 人 为 地 加 入 进来 的 变量 ze ,zy 称 为 人 工 变量 。 
由 于 加 入 了 人 工 变量 zs,z ,改变 了 原 问题 的 约束 条 件 , 得 到 了 两 个 不 等 价 的 约束 方程 
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要 


组 。 要 使 这 两 个 约 东 方程 组 等 价 , 必 须 使 变量 zs 一心 一 0, 即 要 把 它们 从 基 变 量 中 调 出 ,也 就 
是 它们 必须 出 基 。 为 此 ,只 要 在 原 问 题 的 目标 函 数 中 ,给 这 些 人 工 变量 一 个 很 大 的 “惩罚 ”， 
迫使 它们 出 基 。 这 个 “惩罚 ”一般 用 一 个 充分 大 的 正 数 M 表示 , 即 把 目标 函数 改写 成 
maxS' =— 2x, — x: + 2x; + 0z, + 0z; — Mrs — Mr, 
即 


maxS’ =— 2z, — zx + 2x; + 0z, 十 0zs 一 Mre — Mr, 
=i + 2zs — ms — za + zs = 2 
Tı + zz; +z; +z; = 4 
` |2z, — z; + zs + zs = 6 
x; >0 (j=1,2,3,4,5,6,7) 
取 约 束 方程 中 的 zs ,zy ,zs 的 系数 列 向 量 组 成 初始 可 行 基 B. , 则 
B, E, B` E, Crs, (一 M M 0) 


而 且 
BA =A; B'b= b 
Ü  —& =Ü 0 NL Q 
Ca B ''A—C= (一 M 一 M |: 1 1 vy | 
9 一 站 Š 9 0 0 
sez = 2 0 0 =M = 
=(—2M —3M 0 M 0 —M —M) 
—(—2 —1 2 0 0 —M —M) 
(一 2M+2 —3M+1 —2 M 0 0 0) 
Š 
4 
6 
可 得 基 B. 对 应 的 单纯 行 表 , 并 利用 初等 行 变 换 进 行 换 基 迁 代 ,寻找 最 优 解 , 即 
一 2M 十 2 —3M+1 —2 M 0 0 0 一 6M 


|C, I| Bb | 一 | 一 M —M o| 6M 


1 2 一 = 0i Ž 
和 1 1 1 000 1 4 
2 = 1 Ó 10 0 ë 
M+ 0 >M š 二 M 十 二 0 3M z: 0 —3M—1 
+ 1 — -4 o + o ı 
4 0 = + 0 一 去 1 š 
š 0 = -4 ! + o 7 
.2 0 0 Ü © M= Mil 2 
- E L 0 - L 2 
ki 1 oi l 0 l š 2 
- 0 0 - 1 - L 6 
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在 基 B, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 boj 宇 0(j 二 1,2,3,4,5,6,7) ,而 且 人 工 变量 

都 已 出 基 , 所 以 基 B, 是 一 个 最 优 基 .对 应 的 最 优 解 为 
入 = 2 2 0 8)” 
最 优 值 为 
S=—S =—2 

PE; 例 5-3-5 介绍 的 方法 ,一 般 称 为 大 M 法 ,是 单纯 形 解法 的 扩展 。 在 用 这 种 方法 
求解 线性 规划 问题 时 ,如 果 在 找到 最 优 基 后 ,人 工 变量 还 留 在 基 变 量 中 ,那么 原 问题 没有 
最 优 解 。 

现 将 单纯 形 解法 的 计算 步骤 归纳 如 下 。 

(1) 将 线性 规划 问题 转换 为 标准 形式 ,检查 标准 形式 中 是 否 存在 现成 的 初始 可 行 基 
( 即 单位 矩阵 )。 若 没有 ,进行 第 (2) 步 ; 否则 ,进行 第 (3) 步 。 

(2) 引进 人 工 变量 , 配 齐 基 变量 , 使 获得 的 新 问题 中 有 一 个 现成 的 初始 可 行 基 , 这 里 
人 工 变量 的 目标 函数 为 一 M,M 是 一 个 很 大 的 正 数 。 

(3) 写 出 可 行 基 对 应 的 单纯 行 表 。 

(4) 在 单纯 行 表 中 ,检查 可 行 基 是 否 是 最 优 基 。 如 果 不 是 ,进行 第 (5) 步 ; 否则 要 检 
查 最 优 解 中 是 否 有 人 工 变量 。 如 果 有 人 工 变量 ,一 般 可 以 认为 原 问题 没有 最 优 解 ; 如 果 
没有 人 工 变量 ,进行 第 (7) 步 。 

(5) 判别 原 问 题 是 否 有 最 优 解 。 如 果 没 有 最 优 解 ,计算 完毕 ; 否则 进行 下 一 步 。 

(6) 找 出 进 . 出 基 变 量 , 利 用 初等 行 变 换 进行 换 基 和 迭代 , 求 出 一 个 新 的 可 行 基 。 回 到 
第 (4) 步 。 

(7) 判别 原 问 题 是否 有 无 穷 多 最 优 解 。 如 果 是 , 求 出 男 一 个 最 优 基 和 最 优 解 , 并 写 出 
无 穷 多 最 优 解 的 一 般 表 达 式 以 及 对 应 的 目标 函数 值 ;如果 不 是 , 写 出 最 优 基 对 应 的 基本 最 


优 解 和 最 优 基 。 

计算 完毕 。 

习题 5-3 

用 单纯 形 解法 解 下 列 线性 规划 问题 。 

(1) maxS=2x, +5x; (2) maxS= +=, +3x; 
z d-2z, <8 z <5 

s. t. {£ <3 xı T+2), <10 

>00 (j=1,2) js esa 


z;Z0 (j=1,2) 
(3) maxS =x; +x; 
-ntn 
xı Hr: <4 
7 Zi 
zj>0 (j=1,2) 


s. t. 


概率 论 的 基本 概念 


自然 界 和 社会 上 发 生 的 现象 是 多 种 多 样 的 。 有 一 类 现象 ,在 一 定 条 件 下 必然 发 生 , 例 
如 ,向 上 抛 一 粒 石子 必然 下 落 ,三 角形 两 边 之 和 必 大 于 第 三 边 等 ,这 类 现象 称 为 确定 性 现象 。 
在 自然 界 和 社会 上 还 存在 着 另 一 种 现象 ,例如 ,在 相同 条 件 下 向 上 抛 一 枚 硬币 ,落下 后 结果 
可 能 是 正面 朝 上 ,也 可 能 是 反面 朝 上 ,在 每 次 抛掷 之 前 无 法 肯定 抛掷 的 结果 是 什么 ; 某 人 进 
行 射击 ,每 次 射击 的 环 数 不 尽 相同 ,在 一 次 射击 之 前 无 法 预测 弹 着 点 的 位 置 …… 这 类 现象 ， 
在 一 定 的 条 件 下 ,可 能 出 现 这 样 的 结果 ,也 可 能 出 现 那样 的 结果 ,而 在 试验 或 观察 之 前 不 能 
预知 确切 的 结果 。 但 人 们 经 过 长 期 实践 并 深入 研究 之 后 ,发现 这 类 现象 在 大 量 重复 试验 或 
观察 下 ,结果 却 呈 现 某 种 规律 性 。 例 如 ,多 次 重复 抛 一 枚 硬币 ,落下 后 得 到 正面 向 上 的 结果 
大 致 有 一 半 。 这 种 在 大 量 重复 试验 或 观察 中 所 呈现 的 固有 规律 性 ,就 是 统计 规律 性 。 

这 种 在 个 别 试验 中 其 结果 呈现 出 不 确定 性 ,在 大 量 重复 试验 中 其 结果 又 具有 统计 规 
律 性 的 现象 称 为 随机 现象 。 概 率 论 与 数理 统计 是 研究 和 揭示 随机 现象 统计 规律 性 的 学 
科 ,在 自然 科学 及 经 济 管理 领域 都 有 着 非常 广泛 的 应 用 。 


6.1 随机 事件 及 其 概率 


6.1.1 随机 试验 与 事件 


我 们 把 对 自然 现象 的 观察 或 进行 一 次 科学 实验 统称 为 一 个 “试验 ”。 观 察 以 下 试验 

(1) 抛掷 一 枚 硬币 ,观察 正 反 面 出 现 的 情况 ， 

(2) 抛掷 一 颗 山 子 ,观察 出 现 的 点 数 ; 

(3) 在 一 批 产品 中 任意 抽取 一 只 ,检验 它 是 否 合格 ; 

(4) 在 一 批 灯 泡 中 任意 抽取 一 只 ,测试 它 的 寿命 ; 

(5) 记录 某 城 市 电话 交换 台 在 早 8:00 一 10:00 内 接 到 的 呼叫 次 数 。 

在 以 上 试验 中 ,尽管 内 容 各 异 , 却 有 着 许多 共同 的 特性 。 首 先 ,这 些 试 验 都 可 以 在 相 
同 条 件 下 重复 进行 ; 其 次 ,各 试验 的 所 有 结果 都 是 已 知 的 ;最 后 ,每 次 试验 的 结果 事先 不 
可 预言 。 例 如 ,试验 (2) 中 有 6 个 可 能 的 结果 ,但 每 次 抛掷 前 无 法 预测 哪 种 结果 出 现 ; 试 
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验 (4) 中 灯泡 的 寿命 为 时 间 , 取 值 为 非 负 实数 ,测试 前 无 法 知道 其 寿命 。 

根据 分 析 , 这 些 试验 具有 以 下 特点 。 

(1) 试验 可 以 在 相同 条 件 下 重复 进行 ; 

(2) 每 次 试验 的 可 能 结果 不 止 一 个 ,并 且 能 事先 明确 试验 的 所 有 可 能 结果 ; 

(3) 在 一 次 试验 之 前 不 能 确定 哪 一 个 结果 会 出 现 

在 概率 论 中 ,将 具有 上 述 3 个 特点 的 试验 称 为 随机 试验 ,简称 试验 ,用 瑟 表 示 。 本 书 
中 提 到 的 试验 都 是 随机 试验 。 

对 于 随机 试验 已 ,将 巨 的 所 有 可 能 结果 组 成 的 集合 称 为 已 的 样本 空间 , 记 为 S。 样 本 
空间 的 元 素 即 E 的 每 个 结果 称 为 样本 点 。 

5 个 试验 E 的 样本 空间 如 下 : 

a) Si=={ 正 , 反 } 

(2) aya 25374576} 

(3) S, 二 {合格 ,不 合格 } 

(4) opt 

(5) S,={0,1,2,3,.…} 

在 试验 中 ,可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 的 事件 称 为 随机 事件 ,简称 事件 ,用 字母 A,B， 
C,… 表 示 。 随 机 事件 是 样本 空间 的 子 集 , 在 每 次 试验 中 , 当 且 仅 当 这 一 子 集中 的 一 个 样 
本 点 出 现时 ,就 称 这 一 事件 发 生 。 不 可 能 再 分 解 的 事件 称 为 基本 事件 。 如 在 上 述 的 试验 
(2) 中 ,用 A 表示 ”* 掷 出 的 点 数 为 偶数 ”, 用 B 表示 ”* 掷 出 的 点 数 不 超 过 5”, 用 C RR 
的 点 数 为 3”,A,B,C 都 是 随机 事件 A 中 包含 2,4,6 三 个 样本 点 ,其 中 C 称 为 基本 事件 ， 
它 的 样本 空间 只 包含 一 个 样本 点 。 

样本 空间 S 包含 所 有 的 样本 点 , 它 是 S 自身 的 子 集 ,在 每 次 试验 中 它 总 是 发 生 ,S 称 
为 必然 事件 。 空 集 名 不 包含 任何 样本 点 ,在 每 次 试验 中 都 不 发 生 ,名 称 为 不 可 能 事件 。 


6.1.2 事件 的 关系 及 运算 


事件 是 一 个 集合 ,可 以 借助 集合 之 间 的 关系 与 运算 来 表述 随机 事件 之 间 的 关系 与 运算 。 
设 试验 EE 的 样本 空间 为 S$,A.B,Ai(k 二 1,2,…) 是 S 的 子 集 。 
(1) 事件 的 包含 。 若 事件 A 发 生 必然 导致 事件 B 发 生 , 则 称 事件 A 包含 于 事件 B， 
或 事件 也 包含 事件 A , 记 作 AC B RBA, 
车 ASB A BSA, 则 称 事件 A 与 B 相等 , 记 作 A=B。 
(2) 和 事件 。 两 个 事件 A 和 B 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 称 为 A 与 B 的 和 事件 , 记 作 
AUB={(zlzEA 或 xzEB} 或 4 十 B。 
和 事件 的 概念 还 可 推广 到 有 限 多 个 与 可 列 无 穷 多 个 事件 的 情形 : 事件 Al A, An 


中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 称 为 事件 Ai ,A: ,…',A, 的 和 事件 , 记 作 Ú A,=A UA; U +e 
UA,; 事件 Ai ,A:,…,A,,… 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 称 为 事件 Ar ,A:,…,A,,… 的 和 


aptae U A, =A, UA; UUA, U+ 
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(3) 积 事 件 。 事 件 A 与 事件 B 同时 发 生 的 事件 称 为 A SB 的 积 事件 , 记 作 ANB= 
{zlzEA 且 rzEB} 或 AB。 
积 事件 的 概念 还 可 推广 到 有 限 多 个 与 可 列 无 穷 多 个 事件 的 情形 : 事件 A A, A, 


jp 
kai 


同时 发 生 的 事件 称 为 事件 A, ,As: ,…',A， 的 积 事件 , 记 作 门 ASA NANNA 事件 


Ai,A:，…,A,,… 同 时 发 生 的 事件 称 为 事件 Ai,A:,…',A,,… 的 积 事件 , 记 作 n A= 
Ar NAMNA Nee 

(4) 事件 的 互 斥 。 如 果 事 件 A 与 事件 B 不 能 同时 发 生 , 即 AB= S , WRR A B 
是 互 不 相 容 的 或 互 斥 的 。 基 本 事件 是 两 两 不 相 容 的 。 

(5) 差事 件 。 事 件 A 发 生 而 事件 B 不 发 生 的 事件 , 称 为 事件 A 与 B 的 差事 件 , 记 作 
A—B: 


A—B= z|=€ AB<z € B) 

(6) 对 立 事件 。 车 AUB=S 且 AB= 多 , 则 称 事件 A 与 事件 B 互 为 逆 事 件 ,又 称 事 
件 A 与 事件 B 互 为 对 立 事件 。 这 里 是 指 每 一 次 试验 ,事件 A 与 事件 B 必 有 一 个 发 生 且 
只 有 一 个 发 生 。A 的 对 立 事件 记 作 A 。 

A=S—A 
用 图 6-1-1 一 图 6-1-6 可 直观 地 表示 以 上 事件 之 间 的 关系 与 运算 。 


2 
f 


YY 


s 


På BU B=S.BN B= Ø 
图 6-1-4 6-1-6 
事件 的 运算 满足 下 列 运算 规律 。 


a) 交换 律 : AUB=BUA,AB=BA; 

(2) 结合 律 : AU(BUC)=(AUB)UC,(AB)C=A(BC); 

(3) 分 配 律 : AnCBUC=(CAnB)UCAnc ,AnB)UC=(CAUCnCBUC)， 
(4) 德 摩根 (De Morgan) 律 : AUB=A B.AB=AUB。 
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另 易 证 下 列 等 式 成 立 : 
AUA=A AUS=S AUØ=A 
AA=A AS=A AØ=Ø 


A—B=A—AB=AB AUB=A+BA 

例 6-1-1 某 人 连续 购买 三 期 彩票 ,Ai={ 第 ;期 中 奖 )(i 王 1,2,3)。 试 用 A;、A; 表示 
下 列 事件 : 

a) 只 有 第 一 期 中 奖 ; 

(2) 只 有 一 期 中 奖 ; 

G) 三 期 都 没有 中 奖 ; 

(4) 至 少 有 一 期 中 奖 ; 

(5) 至 多 有 一 期 中 奖 。 

解 O) AAA; 

(2) A,A:A; +A, AzA; +A, AzA; 

(3) AiAsAs 

(4) Ai +A: +A; 

(5) A,A:A; +A, A:A; +A, A; A; +A, A,A; 


6.1.3 随机 事件 的 概率 


随机 事件 在 一 次 试验 中 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 , 在 多 次 重复 的 试验 中 ,试验 结果 会 呈 
现 一 定 的 规律 。 我 们 希望 找到 一 个 合适 的 数 来 表征 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 的 大 
小 ,为 此 ,首先 引入 频率 , 它 描述 了 事件 发 生 的 频繁 程度 ,进而 引出 表征 事件 在 一 次 试验 中 
发 生 可 能 性 大 小 的 数 一 一 概率 。 

1. 频率 

定义 6-L1 在 相同 的 条 件 下 ,进行 了 次 试验 ,在 这 次 试验 中 ,事件 A 发 生 的 次 数 
为 na 称 为 事件 A 的 频数 ,比值 公称 为 事件 A 的 频率 , 记 作 /,(A)。 


引 例 做 抛掷 一 枚 均匀 硬币 的 试验 ,观察 出 现 正面 这 个 事件 发 生 的 频率 。 表 6-1-1 
列 出 了 历史 上 一 些 科学 家 投 硬 币 试验 的 结果 。 


表 6-1-1 
实验 者 n na fa (A) 
WE 4040 2048 0. 5070 
皮尔 还 12000 6019 0.5016 
皮尔 还 24000 12012 0. 5005 
维尼 30000 14994 0. 4998 


从 表 6-1-1 中 可 以 看 出 ,投掷 次 数 ” 越 多 ,出 现 正面 的 频率 从 越 接近 0. 5, 并 在 0.5 
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附近 摆动 。 随 着 投掷 次 数 的 增加 ,这 种 摆动 的 幅度 越 来 越 小 ,逐渐 稳定 于 常数 0. 5。 

大 量 试验 证 实 , 当 重复 试验 的 次 数 逐渐 增 大 时 ,频率 f,(A) 哇 现 出 稳定 性 ,逐渐 稳 
定 于 某 个 常数 。 这 种 频率 的 稳定 性 即 通 常 说 的 统计 规律 性 。 因 此 ,让 试验 重复 大 量 次 数 ， 
计算 频率 /,(A), 以 它 来 表征 事件 A 发 生 可 能 性 的 大 小 是 合适 的 。 


2. 概率 的 统计 定义 


定义 6-1-2 随机 事件 A 发 生 的 可 能 性 大 小 , 称 为 事件 A 的 概率 , 记 作 PA). 

定义 6-1-3 ”在 相同 条 件 下 ,重复 进行 次 试验 ,如 果 随 着 重复 次 数 的 增加 ,事件 A 
出 现 的 频率 稳定 在 某 一 稳定 值 p 的 附近 , 则 称 p 为 事件 A 的 统计 概率 , 记 作 PAS p., 

由 此 可 知 ,抛掷 硬币 出 现 正面 的 概率 PCA) =0. 5。 

随机 事件 频率 稳定 于 概率 为 用 统计 方法 求 事件 的 概率 提供 了 方便 。 在 实际 中 , 当 事 
件 的 概率 未 知 时 ,常常 采用 对 随机 事件 进行 大 次 数 观 察 的 方法 ,用 频率 来 估计 概率 ,如 某 
类 种 子 的 发 芽 率 .婴儿 出 生 的 性 别 比率 等 。 

尽管 概率 是 通过 大 量 重 复试 验 中 频率 的 稳定 性 来 定义 的 ,但 不 能 认为 概率 取决 于 试 
验 ,一 个 事件 发 生 的 概率 完全 由 事件 的 本 身 决 定 , 是 客观 存在 的 ,只 不 过 可 以 通过 试验 把 
它 揭 示 出 来 。 


“3. 概率 的 公理 化 定义 


定义 6-1-4 设 下 为 随机 试验 ,S 为 它 的 样本 空间 ,对 于 EE 中 的 每 一 事件 A , 恰 对 应 一 
个 实数 , 记 作 PA) , 若 它 满足 下 列 3 个 条 件 , 则 称 P(A) 为 事件 A 的 概率 。 

a) 非 负 性 : 0KP(A)<1; 

(2) 规范 性 : P(S)=1; 

(3) 可 列 可 加 性 : 设 A ,As,… .A,，… 是 两 两 互 不 相 容 事件 , 则 有 


e[Ü AJ = P(A,) + P(A,) + + P(A,) 十 … = > PA) 


由 概率 的 定义 ,可 以 推 得 概率 的 一 些 重要 性 质 。 

性 质 6-1-1 不 可 能 事件 的 概率 为 0, 即 P(@)=0。 

证 明 因为 S=SUGUGBU…, 所 以 P(S)==P(S) 十 P(@) 十 …, 从 而 
P(@)= 0 

性 质 6-1-2 ”概率 具有 有 限 可 加 性 , 即 若 AA = @ (1<;< Sn), W 


e U AJ = P(A,) + P(A,) + --- + P(A,) = > P(A;) 


性 质 6-1-3 ”对 任 一 随机 事件 A, 有 P(A)==1 一 P(A)。 

性 质 6-1-4 车 A 刁 B., 则 P(A 一 B)==P(A) 一 P(B)。 

性 质 6-1-5( 加 法 公式 ) ”对 任意 的 两 个 事件 A,B, 有 P rAUB)=P(A)+P(B)— 
P(AB). 

性 质 6-1-5 可 应 用 归纳 法 推广 到 任意 有 限 个 事件 , 设 A ,A,,…,A, 是 n 个 事件 ， 
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则 有 
"| Ü AJ -5 P(A)— 2) P(AA; 


1<i<j<n 
+ > P(AiAjAD) 一 … 十 (一 | A A] 
1<i<j<k<n i=] 
例如 ,Ai ,As ,As 为 任意 3 个 事件 , 则 有 
P(A, U A, U A;) =P(A,) + P(A,) + P(A;) — P(A,A;) 
PAA J PAAD A 


习题 6-1 


1. 用 集合 的 形式 写 出 下 列 随 机 试验 的 样本 空间 与 随机 事件 A。 

(1) MARRET ,观察 出 现 的 点 数 ,A 王 《出 现 偶数 点 睛 

(2) 一 袋 内 装 有 编号 为 1,2,3,4 的 4 个 球 ,从 中 任 取 一 球 后 不 放 回 ,再 从 中 任 取 一 
球 ,观察 两 次 取 球 的 号 码 ,A 二 {第 一 次 取 球 的 号 码 为 3) ; 

(3) 某 公共 汽车 站 每 隔 10 分 钟 有 一 辆 公共 汽车 通过 ,观察 乘客 候车 的 时 间 ,A={ 候 
车 时 间 少 于 6min}; 

(4) 从 一 批 灯 泡 中 任 取 一 只 ,测试 它 的 寿命 ,A 二 {寿命 在 2000—2500h) 。 

2. 对 一 批 含 有 一 定数 量 次 品 的 元 器 件 进 行 抽检 ,用 A 表示 被 抽检 的 5 件 产品 中 至 少 
有 一 件 次 品 ,B 表示 被 抽检 的 5 件 产品 全 为 正品 , 间 : 

(1) 求 事件 AUB; (2) 求 事件 AB; (3)AUB 与 AB 各 表示 什么 事件 ? 

3. £ S=(1,2,---,10),A=12,3,4),B=13,4,5),C=15,6,7) ,具体 写 出 下 列 各 式 
表示 的 集合 。 

GAB (2)AUB (3)AB (4) ABC 

4. 设 A,B,C 为 3 个 随机 事件 ,试用 A,.B,C 的 关系 和 运算 表示 下 列 事件 。 

(1) A 发生 ,B 与 C 不 发 生 ; 

(2) A,B,C 都 发 生 ; 

(3) A,B,C PEDA 1 个 发 生 ; 

(4) A,B,C 中 至 少 有 2 个 发 生 ; 

(5) A,B,C 中 恰好 有 1 个 发 生 ; 

(6) A,B,C 中 不 多 于 1 个 发 生 ; 

(7) A,B,C 中 不 多 于 2 个 发 生 。 


6.2 等 可 能 概 型 (古典 概 型 ) 


等 可 能 概 型 (古典 概 型 ) 是 人 们 最 早 发 现 的 一 种 概率 模型 , 它 是 由 法 国 数学 家 拉 普 拉 
斯 于 1812 年 首先 提出 的 。 
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定义 6-2-1 设 随 机 试验 具有 下 面 两 个 特性 。 

(1) 试验 的 样本 空间 只 包含 有 限 个 元 素 ; 

(2) 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 ， 
则 称 这 种 随机 试验 为 等 可 能 概 型 或 古典 概 型 。 

如 果 试验 的 基本 事件 总 数 为 ,事件 A 包含 的 基本 事件 个 数 为 m, 则 事件 A 的 概 
率 为 


加 _ A 中 所 含 的 基本 事件 数 
EA 基本 事件 总 数 


例 6-2-1 在 盒子 中 有 10 个 相同 的 球 ,分 别 标 为 号 码 1,2,…,10, 从 中 任 取 一 球 , 求 此 
球 的 号 码 为 偶数 的 概率 。 
解 令 i={ 所 取 球 的 号 码 为 说 (i 二 1,2,…,10), 则 
S= (1,2,---,10) 
故 基本 事件 总 数 n=10. XS A=={ 所 取 球 的 号 码 为 偶数 } ,显然 
A = {2} U (4) U (6) U (8) U {10} 
所 以 A PRH m =5 个 基本 事件 ,从 而 


= 
PA 


例 6-2-2 箱 中 有 100 件 外 形 一 样 的 同 批 产 品 , 其 中 正品 60 件 , 次 品 40 件 。 现 按 下 
列 两 种 方法 抽取 产品 : (1) 每 次 任 取 一 件 , 经 观察 后 放 回 箱 中 ,再 任 取 下 一 件 ,这 种 抽取 方 
法 叫 作 有 放 回 抽样 ; (2) 每 次 任 取 一 件 ,经 观察 后 不 放 回 ,在 剩 下 的 产品 中 再 任 取 一 件 , 这 
种 抽取 方法 叫 作 无 放 回 抽样 。 试 分 别 对 这 两 种 抽样 方法 , 求 从 这 100 件 产 品 中 任意 抽取 
3 件 , 其 中 有 2 件 次 品 的 概率 。 

解 〈1) 由 于 每 次 抽取 后 都 放 回 , 故 每 次 抽取 产品 都 是 从 原 100 件 中 抽取 , 则 从 
100 件 中 任意 抽取 3 件 的 所 有 可 能 的 取 法 共有 100° 种 ,因此 ,样本 空间 基本 事件 总 数 "一 
1003 。 再 考虑 事件 A={3 件 中 有 2 件 次 品 } 所 含 基本 事件 数 ,由 于 任 取 3 件 中 有 2 件 次 品 
的 所 有 可 能 取 法 有 C3 种 ,而 2 件 次 品 是 从 40 件 次 品 中 任意 取出 的 ,可 能 的 取 法 又 有 40? 
种 , 另 一 件 正 品 是 从 60 件 正品 中 任意 抽取 的 ,有 60 种 取 法 。 由 排列 ` 组 合 的 加 法 原理 和 
乘法 原理 ,A 包含 的 基本 事件 数 

m = 40° X 60 + 40 X 60 X 40 + 60 x 40? = Cš x 402 X 60 
因此 有 
C? X 402 x 60 
100° 

(2) 由 于 每 抽取 一 件 经 观察 后 不 放 回 , 因 此 第 一 次 是 从 100 件 中 任 取 一 件 , 第 二 次 是 
从 第 一 次 取 后 剩 下 的 99 件 中 任 取 一 件 , 第 三 次 是 从 第 二 次 取 后 剩 下 的 98 件 中 任 取 一 件 ， 
从 而 使 样本 空间 总 数 为 n 二 100X99X98。A 中 所 含 基 本 事件 数 m 二 C3 X 4039 60.18 
此 有 


P(A) = = 0.288 


_ Cix40X39X60、 
PG0 = oxxo 9 


一 般 来 说 ,采用 有 放 回 与 无 放 回 抽样 计算 的 概率 结果 是 不 同 的 , 当 抽 取 对 象 的 数目 较 
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少时 ,差异 大 ,但 当 被 抽取 的 数目 较 大 ,而 抽取 的 数目 又 较 小 时 ,在 这 两 种 抽样 方式 下 所 计 
算 的 概率 数值 相差 不 大 。 

例 6-2-3 从 有 9 件 正品 .3 件 次 品 的 箱子 中 任 取 两 件 产品 ( 即 一 次 抽取 两 件 产品 )， 
求 事件 A={ 取 得 两 件 正品 },B 二 {取得 一 件 正品 一 件 次 品 } 的 概率 。 

解 ” 从 箱子 中 任 取 两 件 产品 , 取 法 总 数 为 Ch , 即 试验 的 样本 空间 中 所 包含 的 基本 事 
件 总 数 为 Ci 。 事 件 A 所 包含 的 基本 事件 数 为 G3 ,所 以 


-G6 
PA) = G u 
事件 B 所 包含 的 基本 事件 数 为 C3C3 ,所 以 
_ GG _ 9 
reo G — 22 


“ 例 6-2-4( 分 房 问题 ) 设 有 nn 个 人 ,每 个 人 都 等 可 能 地 被 分 配 到 N 个 房间 中 的 任意 
一 间 去 住 (zx 入 N), 求 下 列 事件 的 概率 : 
(1) 指定 的 个 房间 各 有 一 个 人 住 ; 
D 恰好 有 个 房间 ,其 中 各 住 一 个 人 。 
解 (1) 因为 每 一 个 人 有 NN 个 房间 可 供 选 择 ,所 以 个 人 住 的 方式 共有 NN" 种 ,它们 
是 等 可 能 的 ,在 第 一 个 问题 中 ,指定 的 个 房间 各 有 一 个 人 住 ,其 可 能 总 数 为 个 人 的 全 
体 排列 n1, 于 是 


= t 
Pi — S 


(2) nn 个 房间 可 以 在 NN 个 房间 中 任意 选取 ,总数 为 C% ,对 选 定 的 nn 个 房间 , 按 前 述 的 
讨论 可 知 有 nn! 种 分 配方 式 , 所 以 恰 有 nn 个 房间 其 中 各 住 一 个 人 的 概率 为 
p, = Cl N! 
N" N"(N—n)! 

“ 例 6-2-5( 生 日 问题 ) 某 班级 有 个 人 (mn 三 365), 问 至 少 有 两 个 人 的 生日 在 同一 天 的 
概率 为 多 大 ? 

解 ” 假 定 一 年 按 365 天 算 , 把 365 天 当 作 365 个 “房间 ”, 这 时 “n 个 人 的 生日 全 不 相 
同 ” 就 相当 于 例 6-2-4 中 的 "(2) 恰 及 个 房间 其 中 各 住 一 个 人 ”, 令 
A = {n 个 人 中 至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 } 


则 A = {n 个 人 的 生日 全 不 相同 } 
由 例 6-2-4 的 (2) 知 = 
2 S N"(N—n)1 
而 P(A)+P(A)=1 
N! E 
于 是 P(A)=1 WN (N5365) 


PE; 这 个 例子 是 历史 上 有 名 的 “生日 问题 ”, 这 个 例子 ,如 果 直 接 求 P(A), 是 比较 麻烦 
的 ,而 利用 对 立 事 件 求解 就 简单 多 了 。 对 于 不 同 的 n 值 ,计算 得 出 相应 的 P(A), 如 
表 6-2-1 所 示 。 
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表 621 
n 10 20 30 40 50 64 100 
P(A) 0.12 0.411 0.706 0.891 0.970 0.997 0. 999 999 7 
习题 6-2 


1. 某 超市 为 了 吸引 顾客 ,举行 了 赁 购物 发 票 抽奖 的 活动 ,假设 10 000 张 奖券 中 设 有 
1 张 特等 奖 ,2 张 一 等 奖 ,10 张 二 等 奖 ,100 张 三 等 奖 ,其 余 的 不 得 奖 。 问 一 位 顾客 抽取 一 

2. 在 有 4 件 次 品 的 20 件 产品 中 , 任 取 3 件 产品 , 求 恰 有 1 件 次 品 的 概率 。 

3. 邮政 大 厅 有 5 个 空 的 邮 简 , 现 将 两 封 信 逐 一 随机 投入 邮 简 , 求 第 一 个 邮 简 内 恰好 
有 一 封 信 的 概率 。 

4. 有 10 张 分 别 标 有 数字 1 一 10 的 卡片 ,从 中 任 选 3 张 记录 其 号 码 , 求 : 

(1) 最 小 号 码 为 5 的 概率 ; 

(2) 最 大 号 码 为 5 的 概率 。 

5. 一 个 盒子 中 装 有 10 只 晶体 管 ,其 中 2 只 是 不 合格 品 。 现 做 不 放 回 抽样 , 连 取 2 
次 ,每 次 取 1 只, 求 下 列 事件 的 概率 : 

G) 2 只 都 合格 ; 

(2) 1 只 合格 ,1 只 不 合格 ; 

(3) 至 少 有 1 只 合格 。 

6. 设 A,B 为 两 个 事件 ,已 知 P(A)=0.5,P(B)=0.7,P(AUB)=0.8, 求 P(A 一 B) 


和 了 P(B 一 A)。 
7. 已 知 ACB,P(A)=0.4,P(B)==0.6, 求 : 
GQ) P(A),P(B) (2) P(AUB) (3) P(AB) 
(4) P(AB),P(AB) (5) P(A B) 


6.3 条 件 概率 


6.3.1 条 件 概 率 的 概念 


引 例 ” 某 个 班级 有 学 生 40 人 ,其 中 有 共青团 员 15 人 ,全 班 分 成 4 个 小 组 。 第 一 小 组 
有 学 生 10 人 ,其 中 共青团 员 4 人 ,如 果 要 在 班 里 任 选 一 人 当 学 生 代 表 , 那 么 这 个 代表 恰好 
在 第 一 小 组 的 概率 是 多 少 ? 现在 要 在 班 里 任 选 一 个 共青团 员 当 团员 代表 , 问 这 个 代表 从 
好 在 第 一 组 内 的 概率 是 多 少 ? 
分 析 如果 设 
A = { 在 班 内 任 选 一 个 学 生 ,该 学 生 属于 第 一 组 } 
B = { 在 班 内 任 选 一 个 学 生 ,该 学 生 是 共青团 员 } 
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可 以 看 出 ,在 第 一 个 问题 里 求 得 的 是 P(A); 而 在 第 二 个 问题 里 ,是 在 “已 知事 件 B 发 生 ” 
的 附加 条 件 下 , 求 A 发 生 的 概率 , 记 作 P(A1B)。 于 是 有 


4 _ 4/40 _ P(AB) 
15 15/40 P(B) 


可 验证 对 一 般 的 古典 概 型 ,只 要 P(B) 过 0, 上述 等 式 总 是 成 立 的 。 
定义 6-3-1 设 A,B 是 两 个 事件 , 且 P(A)>0, 则 称 


P(AB) 
P(A) 


为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 条 件 概率 。 
同 理 , 当 PCB) 二 0 时 ,也 可 类 似 地 定义 在 事件 B 发 生 的 条 件 下 事件 A 发 生 的 条 件 概 率 : 


P(AB) 
P(B) 


例 6-3-1 甲 、 乙 两 市 都 位 于 长 江 下 游 , 据 一 百 多 年 来 的 气象 记录 ,知道 在 一 年 中 的 两 
天 的 比例 甲 市 占 20% , 乙 市 占 18% ,两 市 同时 下 雨 占 12%。 记 A= (HH BDM K), B= 
{ 乙 市 出 现 雨 天 ), 求 ， 

(1) 甲 市 出 现 雨 天 的 条 件 下 , 乙 市 也 出 现 雨 天 的 概率 ; 

(2) 乙 市 出 现 雨 天 的 条 件 下 , 甲 市 也 出 现 雨 天 的 概率 ; 

(3) 两 市 中 至 少 有 一 市 是 雨天 的 概率 。 

解 ” 由 已 知 得 ,P(A)=0.2,P(B)=0.18,P(AB)=0. 12。 


P(AB)_0.12_ 
PA) 0.2 


P(A | B) = 


P(B | A) = 


P(A | B) = 


(1) P(B|A)= 


0.6 


P(B) 0.18 
(8) P(A+-B)=P60CA)+ P(B)—PCAB)=0. 26 


6.3.2 乘法 公式 


对 任意 两 个 事件 A,B, 若 PCB) 之 0, 则 有 
P(AB) = P(B)P(A | B) 
类 似 地 , 若 P(A) 二 0, 有 
P(AB) = P(A)P(B | A) 
以 上 二 式 称 为 概率 的 乘法 公式 。 
概率 的 乘法 公式 可 推广 到 个 事件 的 情形 。 
É Al,A,,A; 为 3 个 事件 , 则 
P(AA:4,) = P(A)P(4A, | A,)P(A, | ArA;) 
一 般 来 说 , 若 Al ,A: ,…,A,, 为 n(n 三 2) 个 事件 , 则 
P(A1AsAs*…A,) = P(A,)P(A, | A)P(As | A,A,)---P(A, | AiA:…A ID) 
B 6-3-2( 抽 签 问题 ) 有 一 张 电 影 票 .7 个 人 抓 阁 决 定 谁 得 到 它 , 问 第 i(i 二 1,2,…,7) 
个 人 抓 到 票 的 概率 是 多 少 ? 
解 设 A;={ 第 i 个 人 抓 到 票 }(i==1,2,…,7), 则 
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PCA) = PA) =£ 


如 果 第 2 个 人 抓 到 票 ,必须 第 1 个 人 没有 抓 到 票 , 也 就 是 说 ACA , 即 As 5AA, 
所 以 ， 


tx 


P(A;) = P(A,A;) = PDPC; |A) = Z + 


1 
À 
类 似 可 得 


P(As) = P(AAsAs) = P(A) P(A; |A) P(A; (AA) = £ x r: x 


= 
P(A1) = Ç 


以 上 结果 证 明 ,抽签 不 分 先后 。 
6.3.3 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 


定义 6-3-2” 设 试验 E 的 样本 空间 为 S ,事件 组 Bi. Bts B, 互 不 相 容 , 且 PCDS 
0. Æ Bi UB: U+ UB, =S. WFK Bi ,B:,…,B, 为 样本 空间 S 的 一 个 完备 事件 组 或 称 为 
S 的 一 个 划分 。 
定理 6-3-1 设 事件 组 B, ,B:,…,B, 为 样本 空间 S 的 一 个 完备 事件 组 , 则 对 任意 事 
件 ASS, 有 
P(A) =P(B,)P(A |B,) + P(B,)P(A 1B:) 十 … 


+ P(B,)P(A |B,) = S. P(Bi)P(A | B) 
此 公式 称 作 全 概率 公式 ( 先 验 概率 公式 ) 。 
* 证 明 P(A) = PA N S) = P[A ñ (B, U B, U --- U B,)] 


= P(AB, U AB, U --- U AB,) = >; P(AB,) 
i=l 


= > P(B,)P(A | B) 
i=1 

证 毕 。 

在 很 多 实际 问题 中 ,P(A) 不 易 直 接 求 得 ,但 却 容易 找到 S 的 一 个 划分 Bi ,B,,…,B,， 
R. PCB,) 和 P(CA|B,) 或 为 已 知 ,或 容易 求 得 ,那么 就 可 以 根据 全 概率 公式 求 出 P(A)。 

定理 6-3-2 设 事件 组 Bi ,B,,…,B, 为 样本 空间 Q 的 一 个 完备 事件 组 , 则 对 任意 事 
件 ASQ, 当 PCA)>0,PCB;) 之 0 时 ,有 

P(B)P(A | B) 

>) P(B)P(A | B;) 


此 公式 称 为 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 ( 逆 概 公式 ) ,由 英国 数学 家 贝 叶 斯 在 1763 年 首先 给 出 。 


P(B; | A) 
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fJ 6-3-3 某 超市 玻璃 杯 整 箱 出 售 ,每 箱 20 只 。 假 设 每 箱 含 0,1,2 只 次 品 的 概率 分 
别 为 0.8,0. 1,0.1。 一 顾客 和 欲 购买 一 箱 玻璃 杯 , 购 买 时 售货员 随意 取 一 箱 , 而 顾客 开 箱 随 
机 地 查看 4 只 , 若 无 次 品 , 则 买 下 该 箱 玻璃 杯 ; 否则 退回 。 求 : 

D 顾客 买 下 该 箱 玻璃 杯 的 概率 ; 

(2) 在 顾客 买 下 的 一 箱 玻璃 杯 中 ,确实 没有 次 品 的 概率 。 

# 设 事件 B; 二 {售货员 取 的 一 箱 中 恰 有 i 件 次 品 } (i 二 0,1,2),A 二 {顾客 买 下 该 
箱 } 。 显 然 Bu ,Bi B: 构成 一 个 完备 事件 组 , 且 

P(B,) =0,8; P(B) = 0.1, P(B;) = 0.1 
PCA |B) =1, P(A |B,) = ee 
(1) 由 全 概率 公式 可 知 , 顾 客 买 下 该 箱 玻璃 杯 的 概率 为 
12 


2 
P(A) = >) P(B)P(A |B) =0.8X1+0.1X0.8+0.1X15 ~ 0.94 
i=0 


(2) 由 贝 叶 斯 公式 可 知 ,在 顾客 买 下 的 一 箱 玻璃 杯 中 ,确实 没有 次 品 的 概率 为 
P(B)P(A|B) _0.8X1 
> P(B)P(A | B) 
例 6-3-4 某 工厂 有 4 条 流水 线 生产 同一 种 产品 ,这 4 条 流水 线 分 别 占 总 产量 的 
15% 20% 30% MI 35%; 又 知 这 4 条 流水 线 的 不 合格 率 依次 为 0. 05、0. 04、0.03 和 
0.02。 现 在 从 出 厂 产品 中 任 取 一 件 , 问 恰好 抽 到 不 合格 品 的 概率 为 多 少 ? 该 厂 规定 ,出 了 
不 合格 品 要 追究 有 关 流 水 线 的 经 济 责任 。 现 在 在 出 厂 产 品 中 任 取 一 件 , 结 果 为 不 合格 品 ， 
但 标志 已 脱落 。 问 第 4 条 流水 线 应 承担 多 大 责任 ? 
解 令 
A= { 任 取 一 件 , 恰 好 抽 到 不 合格 品 } 
B, = { 任 取 一 件 , 恰 好 抽 到 第 i 条 流水 线 的 产品 } (i = 1,2,3,4) 
由 全 概率 公式 可 得 


4 
=0.8, P(A |B) = < = = 


P(B, | A) = 


4 
P(A)= J) P(B)P(A | B.) 
i=] 


= 0.15 X 0. 05 +0. 20 X 0. 04 + 0. 30 X 0.03 +-0. 35 X 0. 02 
= 0.0315 = 3.15% 

P(B)P(A | B.) 0.35 X 0.02 
1 


0.0315 
D> PDPA | B) 


i=1 
即 第 4 条 流水 线 应 该 承担 21.2% 的 责任 。 

例 6-3-5 ”对 以 往 数据 分 析 的 结果 表明 , 当 机 器 调整 良好 时 ,产品 的 合格 率 为 98%; 
而 当 机 器 发 生 故 障 时 ,其 合格 率 为 55%。 每 天 早上 机 器 开动 时 ,机 器 调整 良好 的 概率 是 
95%。 试 求 已 知 某 日 早上 第 一 件 产 品 是 合格 品 时 ,机 器 调整 良好 的 概率 是 多 少 。 

解 设 A={ 产 品 合格 },B 二 {机 器 调整 良好 }。 则 PCA|B)=0.98,P(A|B)=0.55, 
P(B) 二 0.95,P(B) 二 0.05, 所 需求 的 概率 为 P(B|1A)。 由 贝 叶 斯 公式 得 


~ 0,212 


P(B, | A) 
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P(B |A) P(B)P(A | B) _ 0.98 X 0. 95 
P(B)P(A | B Bb+ P(B)>P(A | B) 0. 98 x 0. 95 + 0. 55 x 0. 05 


这 就 是 说 , 当 生 产 第 一 件 产品 是 合格 品 时 ,此 时 机 器 调整 良好 的 概率 为 0.97。 这 里 ， 
概率 0. 95 是 由 以 往 的 数据 分 析 而 得 到 的 , 称 为 先 验 概率 。 在 得 到 消息 (生产 的 第 一 件 产 
品 是 合格 品 ) 之 后 再 重新 加 以 修正 的 概率 (0. 97) 称 为 后 验 概率 。 有 了 后 验 概 率 就 能 对 机 
器 的 情况 有 进一步 的 了 解 。 


习题 6-3 


1. 已 知 随机 事件 A, B, P(A)=0.5,P(B)=0. 6,P(BIA)=0. 8, 试 求 P(AB)， 
P(AB)., 

2. (1) 已 知 P(A)=0.3,P(B)=0.4,P(AB)=0. 5, RIER P(BIAUB); 

(2) 已 知 P(A)= 1 ,P(B|A)= N ,P(A|B)= ; , 求 PCAUB)。 


3. 已 知 在 10 件 产品 中 有 2 件 次 品 ,在 其 中 取 2 次 ,每 次 任 取 1 件 , 做 不 放 回 抽样 , 求 
下 列 事件 的 概率 。 

(1) 2 件 都 是 正品 ; 

(2) 1 件 是 正品 ,1 件 是 次 品 ; 

(3) 2 件 都 是 次 品 ; 

(4) 第 2 次 取出 的 是 次 品 。 

4. 某 人 忘记 了 电话 号 码 的 最 后 一 个 数字 ,因而 他 随意 地 拨号 , 求 他 拨号 不 超过 3 次 
而 接 通 所 需 电 话 的 概率 。 若 已 知 最 后 一 个 数字 是 奇数 , 则 此 概率 是 多 少 ? 

5. 有 朋 自 远方 来 ,他 坐 火车 、 船 汽车 和 飞机 的 概率 分 别 是 0. 3,0.2,0.1,0.4。 若 坐 
火车 迟到 的 概率 是 0. 25, 坐 船 迟到 的 概率 是 0. 3, 坐 汽车 迟到 的 概率 是 0. 1, 坐 飞机 则 不 
会 迟到 。 求 他 最 后 可 能 迟到 的 概率 。 

6. 已 知 男子 有 5% 是 色盲 患者 ,女子 有 0.25% 是 色盲 患者 。 今 从 男女 人 数 相 等 的 人 
群 中 随机 挑选 一 人 恰好 是 色盲 者 . 求 此 人 是 男性 的 概率 。 

7. 有 2 箱 同 种 类 的 零件 ,第 1 箱 装 50 只 ,其 中 有 10 只 是 一 等 品 ; 第 2 箱 装 30 只 ,其 
中 有 18 只 是 一 等 品 。 今 从 2 箱 中 任意 挑 出 1 箱 , 然 后 从 该 箱 中 取 零 件 2 次 ,每 次 任 取 1 
只 ,做 不 放 回 抽样 。 求 : 

(1) 第 1 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 概率 ; 

(2) 在 第 1 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 条 件 下 ,第 2 次 取 到 的 也 是 一 等 品 的 概率 。 


0.97 


6.4 独立 性 


在 6.3 节 的 条 件 概率 中 讨论 了 在 事件 B 发 生 的 条 件 下 ,事件 A 发 生 的 概率 P(A1B)。 
在 一 般 情况 下 , 它 不 同 于 事件 A 发 生 的 概率 P(A)。 这 说 明 事件 B 的 发 生 与 否 直 接 影响 
着 事件 A 的 发 生 , 否 则 必 有 P(A1B) 二 P(A), 这 时 事件 A 的 发 生 独 立 于 事件 B。 这 就 是 
本 节 要 讨论 的 事件 的 独立 性 。 
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定义 6-4-1 设 A,B 为 两 个 事件 ,如 果 等 式 P(AB) 二 P(A)P(B) 成 立 , 则 称 事件 A 
与 B 相互 独立 。 
例 6-4-1 分 别 掷 两 枚 均匀 的 硬币 , 令 
A 一 { 硬 币 甲 出 现 正面 } 
B = {硬币 乙 出 现 正面 } 
验证 事件 A.B 是 相互 独立 的 。 
证 明 这 时 样本 空间 
Q= 1{( 正 , 正 )( 正 , 反 );( 反 , 正 ),( 反 , 反 )) 
共 含 有 4 个 基本 事件 ,它们 是 等 可 能 的 ,概率 均 为 1/4, 而 
A = {( 正 , 正 ),( 正 , 反 )} 
B = {( 正 ,; 正 ),( 反 , 正 )} 
AB = {( 正 , 正 )} 


由 此 知 P(A) = PB) = + 


P(AB) = + = P(A) + P(B) 


成 立 , 所 以 事件 A,B 是 相互 独立 的 。 
定理 6-4-1 设 事件 A 与 B 相互 独立 , 则 A 与 B.A 与 B.A 与 B 这 3 对 事件 也 相互 
独立 。 
证 明 由 A=ACBUB)=ABUAB 可 得 
P(A) = P(AB) + P(AB) = P(A)P(B) + P(AB) 
P(AB) = P(A)[1 — P(B)] = P(A)P(B) 
因此 A 与 B 相互 独立 。 由 此 可 推出 A 与 B 相互 独立 。 再 由 互 = 忆 ,又 推出 A tj B 相 
互 独立 。 证 毕 。 
定义 6-4-2 ”对 任意 3 个 事件 A,B,C, 如 果 有 
P(AB) = P(A)P(B) 
P(BC) = P(B)P(C) 
P(CA) = P(C)P(A) 
P(ABC) = P(A)P(B)P(C) 
4 个 等 式 同时 成 立 , 则 称 事件 A,B,C 相互 独立 。 
一 般 来 说 , 设 Ai ,A: ,…,A, 是 个 事件 ,如 果 对 于 任意 的 &(1 二 k 三 nn) 和 任意 的 一 组 
[i Li < <i Sn 都 有 等 式 
P(A; Ap A, ) = P(A, )P(A,,)--- P(A, ) 
成 立 , 则 称 Ai ,As ,…,A, 是 n 个 相互 独立 的 事件 。 
在 实际 问题 中 ,两 事件 是 否 独 立 , 并 不 总 是 需要 通过 公式 的 计算 来 证 明 , 而 可 以 根据 
具体 情况 来 分 析 、 判 断 。 只 要 事件 之 间 没 有 关联 或 关联 很 微弱 ,就 可 以 认为 它们 是 相互 独 
立 的 。 
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例 6-4-2 三 人 独立 地 去 破译 一 份 密码 ,已 知 各 人 能 译 出 的 概率 分 别 为 1/5,1/3， 
1/4, 问 三 人 中 至 少 有 一 人 能 将 密码 译 出 的 概率 是 多 少 ? 
解 将 三 人 编号 为 1,2,3, T: 
A, = {第 i 人 破译 出 密码 } (i = 1, 2, 3) 
所 求 为 PCA UA, UA). 


已 知 PCA) LPA) LPA) 十, 因此 


P(A, U A: U A;)= 1— P(A, U A: U A;) 
= 1—P(A,A,.A;) 
一 1 一 P(A)P(CA,)P(CA:) 
1 一 加 一 区 0 并 一 天 CD 条 


4 2 9 = =0.6 
例 6-4-3 一 个 元 件 ( 或 系统 ) 能 正常 工作 的 概率 称 为 元 件 (或 系统 ) 的 可 靠 性 。 如 
图 6-4-1 所 示 , 有 4 个 独立 工作 的 元 件 1,2,3,4 按 先 串联 
再 并 联 的 方式 连接 ( 称 为 申 并 联系 统 )。 设 第 i 个 元 件 的 + 1 > 一 上 
L 一 


可 靠 性 为 p;(i 二 1,2,3,4), 试 求 系统 的 可 靠 性 。 
解 设 A,={ 第 i 个 元 件 正常 工作 }(i=1,2,3,4)， 3 
A 二 {系统 正常 工作 ) .系统 由 两 条 线路 工 和 下 组 成 , 当 且 m pas 
仅 当 至 少 有 一 条 线路 中 的 两 个 元 件 正 常 工作 时 ,这 一 系统 正常 工作 , 故 有 
A= A,A; U A,A, 


由 事件 的 独立 性 ,得 
P(A)= P(A,A; U A;A.) 
= P(A, A2) + P(AsA.) — P(A A;A:A.) 
= P(A,)P(A,) + P(As)P(A,)— P(A, )P(A:)P(A;)P(A,) 
= pips + bs pi — i P: Ps Pa 


习题 6-4 
1. W A 5 B 独立 , 且 P(A)=p,P(B)=g, 求 P(AUB),P(AUB),P(AUB)。 
2. 已 知 A,B 独立 , 且 P(AB)=Ż.P(AB)=P(AB) R P(A), P(B). 


3. 有 甲乙 两 类 种 子 , 甲 类 种 子 的 发 芽 率 为 0.9, 乙 类 种 子 的 发 芽 率 为 0.8。 在 这 两 
类 种 子 中 各 取 一 粒 , 求 : 

(1) 所 取 两 粒 种 子 都 发 芽 的 概率 ; 

(2) 所 取 两 粒 种 子 中 ,至 少 有 一 粒 发 芽 的 概率 ; 

(3) 所 取 两 粒 种 子 恰 有 一 粒 发 芽 的 概率 。 

4. 甲乙 、 丙 三 人 同时 独立 地 向 同一 目标 各 射击 一 次 ,命中 率 分 别 为 0.7,0.9,0. 8, 求 
目标 被 命中 的 概率 。 


第 6 章 讨 论 了 有 关 概 率 论 的 一 些 基本 概念 和 相关 理论 ,为 了 从 整体 上 对 随机 现象 的 
统计 规律 进行 全 面 而 深入 的 研究 与 探讨 ,就 需要 引入 新 的 概念 一 一 随机 变量 。 


7.1 随机 变量 的 概念 


引 例 1 从 含有 5 件 次 品 的 100 件 产 品 中 ,任意 抽取 10 件 (无 放 回 ) 进 行 检验 , 试 求 


出 现 次 品 数 的 概率 。 
在 该 问题 中 ,出 现 的 “次 品 数 ”不 止 一 个 ,它们 是 0,1,2,3,4,5, 即 次 品 数 可 能 取 的 值 


有 6 个 数 ,所 以 次 品 数 是 一 个 变量 ; 又 因为 次 品 数 的 取 值 随 着 每 次 抽样 结果 的 不 同 而 不 
同 , 所 以 它 的 取 值 又 具有 随机 性 。 

引 例 2 ”任意 抛掷 一 枚 质地 均匀 的 硬币 , 求 落下 后 出 现 正面 或 反面 的 概率 。 

在 该 试验 中 ,没有 明显 的 变量 ,但 若 用 数字 1 表示 事件 “出 现 正 面 ", 用 数字 0 表示 事 
件 * 出 现 反面 ,这 样 就 得 到 一 个 可 取 0 或 1 的 变量 ,并 且 该 变量 的 取 值 具有 随机 性 。 

一 般 情况 下 ,可 归纳 出 随机 变量 的 定义 。 

定义 7-1-1 设 随机 试验 E 的 样本 空间 为 $=={e) ,如 果 对 于 每 个 eE SS, 都 有 一 个 实数 
X(e) 与 它 对 应 , 则 称 S 上 的 实 值 单 值 函 数 X(e) 为 随机 变量 , 记 作 X= X(e) 。 

通常 用 大 写字 母 X,Y,Z 等 表示 随机 变量 ,用 小 写字 母 zx,y'z 等 表示 实数 。 应 当 注 
意 : 随机 变量 作为 S 上 的 函数 , 它 的 值 域 是 一 个 实数 集 ; 但 它 的 定义 域 却 未 必 是 实数 集 ， 
因为 组 成 样本 空间 的 元 素 不 一 定 是 实数 。 

随机 变量 的 取 值 随 试验 的 结果 而 定 ,而 试验 的 各 个 结果 出 现 有 一 定 的 概率 ,因而 随机 
变量 的 取 值 有 一 定 的 概率 。 在 引进 随机 变量 后 ,随机 事件 就 可 以 用 随机 变量 的 取 值 表示 。 
这 样 ,就 把 对 随机 事件 及 其 概率 的 研究 转换 为 对 随机 变量 的 取 值 及 其 概率 的 研究 ,就 能 够 
利用 数学 分 析 的 方法 对 随机 试验 的 结果 进行 深入 而 广泛 的 研究 和 讨论 。 

例 7-1-1 设 某 人 射击 ,其 每 次 击 中 目标 的 可 能 性 为 0. 8, 现 在 他 连续 射击 直至 击 中 
目标 为 止 , 则 该 人 击 中 目标 的 次 数 就 是 一 个 随机 变量 X, 并 且 XX 所 有 可 能 取 的 值 为 1,2， 
3... 
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B 7-1-2 ”从 最 长 使 用 寿命 为 10000 小 时 的 一 批 灯 泡 中 , 任 取 一 个 进行 检验 , 则 使 用 
寿命 是 一 个 随机 变量 X, 并 且 X 的 取 值 范围 是 [0,10000]。 


7.2 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 
如 果 随 机 变量 的 所 有 可 能 取 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 多 个 ,这 种 随机 变量 称 为 离散 型 
随机 变量 。 如 7.1 节 的 引 例 1.31] 2 和 例 7-1-1 中 的 随机 变量 均 为 离散 型 随机 变量 。 
7.2.1 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 


EX 7-2-1 设 离散 型 随机 变量 义 所 有 可 能 取 值 为 xz,(k 二 1,2,…),X 取 各 个 可 能 值 

的 概率 即 事件 {X=z}) 的 概率 为 
PX =a) =p (k=1,2,.) A 
则 式 (7-2-1) 称 为 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 或 分 布 律 。 分 布 律 也 可 以 用 如 下 形式 来 表示 : 


x | Xl Zs ... Th 
b, | P. b: ws P, 
或 用 矩阵 形式 表示 为 
二 = > ma e zk —) 
Q a es Qha ss 


由 概率 的 定义 可 知 ,离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 具有 下 列 性 质 。 
(1) p Z20(k=1.2,---); 
(25 > b = 1, 
例 7-2-1 某 射 手 连续 向 一 目标 射击 ,直到 命中 为 止 。 已 知 他 每 发 命中 的 概率 是 p. 
求 所 需 射 击发 数 X 的 分 布 律 。 
解 显然 ,X 可 能 取 的 值 是 1,2,…, 设 A 二 {第 发 命中 ), 则 
Pi = = PAE 
P(X = 2) = P(AAs) = (1—p)p 
P(X = 3)= P(A A;A;) = (1 — pyp 


可 见 
PX =k) = (1—-pt'lp (k=1,2,.) 
7.2.2 几 种 常见 的 离散 型 分 布 
1. 两 点 分 布 或 (0-1) 分 布 
设 随机 变量 X 只 可 能 取 0 与 1 两 个 值 , 则 其 分 布 律 为 
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Ed 


PIX =B =p ap (&=0, 0<=< p= 1 


bP, | 1 一 户 p 
在 实际 中 ,服从 两 点 分 布 的 随机 变量 是 很 多 的 。 例 如 ,产品 的 “合格 ”与 “不 合格 ”; 新 
生 婴 儿 的 性 别 登 记 ; 种 子 的 “发 芽 ” 与 “不 发 芽 ” 天 气 中 的 “下 十 ”与 “不 下 雨 ”等 。 总 之 ， 
任何 一 个 只 有 两 种 可 能 结果 的 随机 现象 都 可 以 数量 化 , 变 为 两 点 分 布 。 


2. 伯 努 利 试验 与 二 项 分 布 


定义 7-2-2 RRR 正 只 有 两 个 可 能 结果 : A RA, WJ ER E 29 48323 Bernoulli) EË 
验 。 设 P(A)==p(0 二 p 三 1),P(A)=1 一 p, 将 E 独立 重复 地 进行 n 次 , 则 称 这 一 串 重复 
的 独立 试验 为 n 重 伯 努 利 试 验 。 

其 中 ,“ 重 复 ” 是 指 这 次 试验 中 ,P(A) 二 p(0 二 p 二 1) 保 持 不 变 ;“ 独 立 ” 是 指 各 次 试 
验 的 结果 互 不 影响 。 

n 重 伯 努 利 试验 是 一 种 很 重要 的 数学 模型 , 它 有 广泛 的 应 用 ,是 研究 最 多 的 模型 
这 一 

定理 7-2-1 BE n 重 伯 努 利 试 验 中 ,P(A)= 二 p(0 二 p 二 1), 则 事件 A En 次 试验 中 
RERE k 次 的 概率 为 

P(X =k) = Špa pt (k=0,1,2,.,n) (7-2-2) 

证 明 由 伯 努 利 试验 的 定义 可 知 ,事件 A 在 某 指 定 的 & 次 试验 中 发 生 , 而 在 其 余 的 
7 一 人次 试验 中 不 发 生 (A REER pA p)" ,而 这 样 的 上 次 试验 共有 Ct 种 可 
能 ,因此 有 


P(X =k) = Ctpt(1—p"* (一 0,1,2，7) 


显然 有 
PCX 一 所 过 0 


D PX = b) = >) Œp Op = (p+ 1— p) =1 
k=0 


因为 Cpt (1 一 p)" “(二 0,1,2,…,n) 恰 好 是 二 项 式 (p 十 q)" 展开 式 的 各 项 ,所 以 称 
随机 变量 X 服从 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 , 记 作 X~b(n,p)。 

特别 地 , 当 n==1 时 ,二 项 分 布 转换 为 

P{X=k}=p (I—p)* (k=0,1;0<p<1) 

这 就 是 (0-1) 分 布 。 

例 7-2-2 EA 100 个 产品 中 有 5 个 次 品 , 现 从 中 有 放 回 地 取 3 次 ,每 次 任 取 1 个 , 求 
在 所 取 的 3 个 中 惟有 2 个 次 品 的 概率 。 

解 ” 因 为 这 是 有 放 回 地 取 3 次 ,因此 这 3 次 试验 的 条 件 完 全 相同 且 独 立 , 它 是 伯 努 利 
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试验 。 

依 题 意 ,每 次 试验 取 到 次 品 的 概率 为 0. 05。 

设 X 为 所 取 的 3 个 产品 中 的 次 品 数 , 则 

X — b(3.0.05) 
于 是 ,所 求 概 率 为 
P¿X = 2) = C$ (0.05)? (0.95) = 0.007125 

注 : 若 将 本 例 中 的 “有 放 回 ” 改 为 “无 放 回 ”， 那么 各 次 试验 条 件 就 不 同 了 ,此 试验 就 
不 是 伯 努 利 试验 。 此 时 ,只 能 用 古典 概 型 求解 。 

* 例 7-2-3 设 有 80 台 同 类 型 设备 ,各 台 工 作 是 相互 独立 的 ,发 生 故 障 的 概率 都 是 
0.01, 且 一 台 设 备 的 故障 能 由 一 个 人 处 理 。 考 虑 两 种 配备 维修 工人 的 方法 : 四 由 4 人 维 
护 ,每 人 负责 20 台 ; Oh 3 人 共同 维护 80 台 。 试 比较 这 两 种 方法 在 设备 发 生 故 障 时 不 
能 及 时 维修 的 概率 。 

解 解法 一 : 以 X 记 “第 1 人 维护 的 20 台中 同一 时 刻 发 生 故 障 的 台数 ”,A;=!{ 第 
i 人 维护 的 20 台中 发 生 故 障 不 能 及 时 维修 } (i 二 1,2,3,4), 则 知 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 
及 时 维修 的 概率 为 

PCA: U À, U A; U AD > P(A,) = P(X > 2) 
由 于 X—b(20.0.01) , 故 有 


P(X = 2) = = 0. 00618 


1 
P(X>2)=1— 2) P(X =k) 


k=0 


1 
=1— 2) Ch (0. 01)* (0. 99)? = 0. 0169 


即 有 I 
P(A, U A; U A, U A) = 0.0169 
解法 二 : 以 Y 记 80 台中 同一 时 刻 发 生 故 障 的 台数 ,此 时 Y 一 2(80,0.01) , 故 80 台中 
发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 
3 
PC 三 4) =1 一 > PX =k) 


k=0 


3 
=1— >) Ch (0.01)* (0. 99)*%— 一 0.0087 


k=0 


两 种 方法 比较 ,虽然 后 一 种 情况 任务 重 了 (每 人 平均 维护 约 27 台 ) ,但 工作 效率 不 仅 
没有 降低 ,反而 提高 了 。 


3. 泊 松 (Poisson) 分 布 


EX 7-2-3 设 随 机 变量 X 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1.2.…:, 且 概 率 分 布 为 
Eu 


POK = = 


(k=0,1,2,°) (7-2-3) 
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其 中 ,4 二 0 是 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 记 作 X—zQ), 
泊 松 分 布 是 离散 型 随机 变量 又 一 重要 分 布 ,许多 实际 问题 中 引入 的 随机 变量 均 服 从 
泊 松 分 布 。 例 如 ,电话 交换 台 在 一 定时 间 内 收 到 的 呼叫 次 数 ; 一 本 书 一 页 中 的 印刷 错误 
数 ; 原子 在 一 定时 间 内 放射 的 粒子 数 ; 某 超市 在 一 定时 间 内 的 顾客 数 等 。 
“定理 7-2-2( 泊 松 定理 ) B A> 是 一 个 常数 ,n 是 任意 正 整数 , 设 np, =A, WX} FAE 
一 固定 的 非 负 整 数 上 有 
2 Si 


limCtpt (Q — p)" = Pre (1-2-4) 


定理 的 条 件 np, 二 4( 常 数 ) 意 味 着 当 n 很 大 时 p, 必定 很 小 ,因此 , 泊 松 定理 表明 当 ? 
IEK p 很 小 时 有 以 下 近似 式 
Cipt ap m e GE à = np) (7-2-5) 


例 7-2-4 计算 机 硬件 公司 制造 某 种 特殊 型 号 的 微型 芯片 ,次 品 率 达 0.1%, 各 芯片 
成 为 次 品 相互 独立 。 求 在 1000 只 产品 中 至 少 有 2 只 次 品 的 概率 。 
解 设 X 为 产品 中 的 次 品 数 , 则 X~2(1000.0.001)。 所 求 概 率 为 
P(X22)=1—P(X =0)— P(X = 1) 
= 1— (0. 999)!% 一 Cioo (0. 999)%° (0. 001) 

利用 式 (7-2-5) 来 计算 可 得 

À = 1000 X 0.001 = 1 

P(X >2)=1— P(X =0)—P(X = 1) =1— e” — e"! ~ 0. 2642411 


一 般 情况 下 , 当 a2=20,pS<0.05 M JNA e Q= np) MEA Cipt (1 一 "的 近似 值 
效果 就 很 好 。 


习题 7-2 
L. 判断 下 列 给 出 的 数列 是 否 是 随机 变量 的 分 布 律 。 
i 
(1) b= 15 (一 0,1,2,3,4,5) 
V 
Qy s == s G= 
_ 
(3) P= G=2,3,4,5) 
E Ca 
(4) p;= 25 (一 1,2,3,4,5) 
_ A a g a 
2. 设 随机 变量 x AMSA ( Jra, 
oi 03 02 0:4 
(1) P(X22) (2) P(2< X<4) (3) P(XÆ3) 


3. 设 在 15 件 同类 型 的 零件 中 有 2 件 是 次 品 ,在 其 中 取 3 次 ,每 次 任 取 1 件 , 做 不 放 
回 抽样 ,以 X 表示 取出 的 次 品 的 件数 , 求 X 的 分 布 律 。 
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4. 一 大 楼 装 有 5 台 同 类 型 的 供水 设备 。 设 每 台 设 备 是 否 被 使 用 相互 独立 ,调查 表明 
在 任 一 时 刻 1 每 台 设 备 被 使 用 的 概率 为 0.1。 问 : 

(1) 在 同一 时 刻 , 恰 有 2 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 在 同一 时 刻 , 至 少 有 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(3) 在 同一 时 刻 , 至 多 有 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

5. 设 随机 变量 X~b6, p) BM P(X=1)= 二 P(X=5), 求 P(X=2)。 

6. 一 电话 总 机 每 分 钟 收 到 呼叫 的 次 数 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 求 : 

(1) 某 一 分 钟 恰 有 8 次 呼叫 的 概率 ; 

(2) 某 一 分 钟 的 呼叫 次 数 大 于 3 的 概率 。 


7.3 随机 变量 的 分 布 函数 


定义 7-3-1 设 X 是 一 个 随机 变量 ,z 是 任意 实数 ,函数 F(z) 王 PCX 壕 z)( 一 co 所 
z 忆 十 cc) 称 为 X 的 分 布 函数 。 

对 于 任意 的 实数 zi ,zs Cr, <a) ,随机 点 X 落 在 区 间 (zi,z?] 上 的 概率 为 

P(zi < X < x;) = P(X <z) — P(X < z) = F(zs) 一 FCzi) 

因此 , 若 已 知 X 的 分 布 函数 ,就 可 以 知道 X 落 在 任 一 区 间 (zi ,z?] 的 概率 。 

由 此 可 见 , 分 布 函 数 是 一 个 普通 的 函数 , 它 的 定义 域 为 整个 数 轴 。 如 果 将 X 看 成 数 
轴 上 随机 点 的 坐标 ,那么 分 布 函 数 在 z 处 的 函数 值 就 表示 随机 点 X 落 在 区 间 ( 一 cc,z] 上 
的 概率 。 通 过 分 布 函数 可 以 用 高 等 数学 的 工具 来 研究 随机 变量 。 

分 布 函数 具有 以 下 基本 性 质 。 

A) F(z) 在 (一 ,十 >) 上 是 一 个 不 减 函 数 , 即 对 Vr,zxsE( 一 2, 十 0), 且 zi 二 
Zz2， 都 有 F(x1) 寺 F (zs); 

(2) 0 入 F(z) 入 1, 且 FF( 一 c) 一 lim_F(z) 一 0,F( 十 ce) 一 lim F(z)=1; 


(3) F(z) 右 连续 , 即 lim FCz) 一 FCzo)。 


一 如 


例 7-3-1 umman xata | xsswmaro 


w= w 


1 
1 
6 


w= o 


解 F(zx)==P(X<x) 
34 z<0,(X<x+x)=@,F(z=)=0; 


34 0<çz=<1,F(z=)=P(X<xz)=P(X=0) L, 


当 1<<z=<2,F(z=)=P(X<xz)=P(X=0)+P(X=1) L L 
4 zZ=2,F(z)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) Ll H l; 
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V 
0 rz<0 
+ | 
故 F(z) = 
3 j 2222 
1 >=> 
Ae z=0 
" 例 7-3-2 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 F(z) 二 1B 0 过 x 过 1 连续 , 求 : 
1—Ae-* zx21 
a) A 和 B 的 值 ; 


(2) pP[x>+). 


解 (1) hF lim FCz) = lim Ae =A, lim F(z)= lim B= B, F(z) ë W # 8 89 , fE 


z0 z—0 z—0 =z=—0 
Zz 二 0 处 连续 ,得 A= B. 
又 因为 lim FG) = lim B=B, lim F(x)= lim (1 一 Ae 一 ) 一 1 一 人 ,得 到 B=1 一 A。 
| 


1+ 


m= zl z 


Bk.A= B=. 因而 分 布 函数 为 
l = 
2° &# < 0 
页 6 二 4 LsL] 
— lu- 
1 7e =l 


(2) pP[x>+) 1 p[x<+) 1 5( 寺 ) b 

例 7-3-3 在 区 间 [0,aj 上 任意 投掷 一 个 质点 ,以 X 表示 这 个 质点 的 坐标 。 设 这 个 质 
点 落 在 [0,a] 小 区 间 内 的 概率 与 这 个 小 区 间 的 长 度 成 正比 , 试 求 X 的 分 布 函数 。 

解 FOH X 的 分 布 函数 ， 

34 z<0,F(z)=P(X<x)=0; 

34 z>a,F(z=)= P( X<z)=1; 

当 0<x<a,F(z)= P( X<z)=kz(k 为 常数 ); 


HT PO<X<a)=ka=1 a=. W 0<z<a 时 ,F(z) 王 P(X<z)= 工 。 


故 分 布 函 数 为 


这 就 是 在 区 间 [0,a] 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 X 的 分 布 函数 。 
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习题 7-3 


L. 设 随机 变量 x 的 分 布 人 为 o |k: 
Q 4 I 0.5 


(1) X 的 分 布 函数 ; 

(2) P(X<1.5), P(0<<X<2),P(0<X=<2), 

2. 设 袋 中 有 5 个 小 球 , 其 中 有 2 个 黑 的 ,3 个 白 的 。 从 中 任 取 3 个 球 , 其 中 黑 球 数 记 
为 X, 求 随机 变量 X 的 分 布 律 和 分 布 函数 。 


0 | 

0.4 —1=x<0 
3. 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 F(z) 一 Eo , 求 的 分 布 律 。 

0.8 0<xz<1 

f z2:1 

0 z<—1 

ä —1<x<1 ， 
2i 变量 X 的 F(z)= š 二 2)= 二 二 , 求 ;: 
4. 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 F(x) ee H P(X=2) 2 k 

atb x2>2 


A) a 和 2 的 值 ; 
(2) X 的 分 布 律 。 


7.4 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 
对 于 取 值 非 离散 的 随机 变量 ,最 常见 最 重要 的 一 类 就 是 连续 型 随机 变量 。 
7.4.1 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 
定义 7-4-1 i F(z) 是 随机 变量 X 的 分 布 函 数 ,如 果 存 在 非 负 函数 /(x) ,使 得 对 于 
任意 实数 工 均 有 
F(z) = P(X < z) = Í oa 


则 称 X 为 连续 型 随机 变量 ,F(z) 为 X 的 概率 密度 函数 或 密度 函数 。 
由 定义 7-4-1 可 知 , 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 /(z) 具 有 以 下 性 质 : 
(1) fG)>0; 


wf fGa)dz = 1; 


(3) 对 于 任意 实数 z, ,zz(z 委 zz), 有 P(m Krr) = j? fdt; 
i! 


(4) E f(z) 在 点 xz 处 连续 , 则 有 F a= fa); 
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(5) 连续 型 随机 变量 X 取 任 意 定 值 a 的 概率 为 0, 即 PCX 一 a) 王 0, 从 而 对 于 任意 的 
HA a blab 
Pla X < by = P(a LXS = Pas KE = PaA 
=F0b) — F(a) = [ f (xdr 
例 7-4-1 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 为 


kz 0<x<3 
f(z) = 人 3<=z=<4 
0 其 他 
(1) 确定 常数 h; 
(2) 求 久 的 分 布 函数 ; 
(3) 求 P(1<x< 了 ]. 
+= 
解 (1) 由 站 flz)dz=1 
得 f kede + | Ë = Z) =1 
解 得 k= + 
则 X 的 密度 函数 为 
A Vw 
fa = 2-2 3<z<4 
0 其 他 


(2) X 的 分 布 函 数 为 


0 z< 0 
j: Zdr 0<z<=3 
° 6 

F(z) = ç 
f Zart (2 于 jaz 3<=x<4 
° 6 3 2 
1 工 之 4 
0 > 
2 
T 0 =< =z=<3 

即 F(z) = m 

—3+2z— 3<z<4 


J *# = 4 
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7 7 41 
LLE =% 
o p[i<x<*) r(4) FA) 18° 


7.4.2 几 种 常见 的 连续 型 分 布 


1. 均匀 分 布 


EX 7-4-2 设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
中 
f(z) = pa 
0 其 他 
则 称 随机 变量 X 在 区 间 (a,5) 上 服从 均匀 分 布 , 记 作 X 一 UCa,D) 。 
(1) 若 X~U(a,5), 则 对 于 长 度 为 /的 区 间 (c,c 十 ),ac<c 十 /三 5, 有 


cH 1 £ 
Pe <x<c+p = | l> = 
«e b—a b—a 


即 随机 变量 X 落 在 区 间 (a,5) 中 任意 长 度 的 子 区 间 内 的 可 能 性 是 相同 的 ,或 者 说 XX 落 在 
Ca,0) 的 子 区 间 内 的 概率 只 依赖 于 子 区 间 的 长 度 而 与 子 区 间 的 位 置 无 关 。 
(2) # X~U (a,b) W X 的 分 布 函数 为 


axrab 


0 wä 
F(z) = P(X< z) =] aa 和 z<6 
1 => b 


例 7-4-2 某 公 共 汽 车 站 从 上 午 7:00 起 ,每 15 分 钟 来 一 班车 , 即 7:00、7:15、7:30、 
7:45 等 时 刻 有 汽车 到 达 此 站 。 如 果 乘 客 到 达 此 站 的 时 间 X 是 7:00 一 7:30 之 间 的 均匀 随 
机 变量 , 试 求 他 候车 时 间 少 于 5 分 钟 的 概率 。 

解 以 7:00 为 起 点 0, 以 分 为 单位 , 依 题 意 有 X— UO, 30) ,因此 

f(z) = 4 
0 ”其 他 

为 使 候车 时 间 X 少 于 5 分 钟 ,乘客 必须 在 7:10 一 7:15, 或 在 7:25 一 7:30 到 达 车 站 。 

因此 所 求 概率 为 
P(10<X=15)+P(25 < X < 30) Ë 二 dz 十 | bdir=4 


即 乘客 候车 时 间 少 于 5 分 钟 的 概率 是 1/3. 


0< z< 30 


2. 指数 分 布 
EX 7-4-3 若 随 机 变量 X 具有 概率 密度 
1 + _ 
ty = 4 x>0 
0 Z 委 0 


其 中 ,0>0 ,为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 0 的 指数 分 布 。 
指数 分 布 常用 于 可 靠 性 统计 研究 中 ,如 电子 元 件 的 寿命 .随机 服务 系统 的 服务 时 
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间 等 。 
E X 服从 参数 为 0 的 指数 分 布 , 则 其 分 布 函数 为 
1—e+ 工 二 0 
F(x) = P(X < z) = 
|. * = Ü 
服从 指数 分 布 的 随机 变量 X 具有 以 下 性 质 。 
对 于 任意 s, > 0,# 


PCX sar |N S P(X> s+t,X > s) P(X > s+ 8) 


P(X > s) PCX 2: s) 


r briefdz ob 


= “s e 


[esta e 


=1—FQ)= P(X> D) 

这 条 性 质 称 为 无 记忆 性 。 如 果 X 是 某 一 元 件 的 寿命 ,那么 上 式 表明 : 已 知 元 件 已 经 
使 用 了 小 时 , 它 总 共 能 用 * 十 : 小 时 的 条 件 概率 ,与 从 开始 使 用 时 算 起 它 至 少 能 用 上 小 时 
的 概率 相等 。 这 就 是 说 ,元 件 对 它 已 使 用 过 * 小 时 没有 记忆 。 具 有 这 一 性 质 是 指数 分 布 
有 广泛 应 用 的 重要 原因 。 

例 7-4-3 某 台 电子 计算 机 在 发 生 故 障 前 正常 运行 的 时 间 T(h) 服 从 参数 为 0= 100 
的 指数 分 布 , 求 : 

(1) 正常 运行 时 间 为 50 一 100 小 时 的 概率 ; 

(2) 运行 100 小 时 尚未 发 生 故 障 的 概率 。 

解 T 的 密度 函数 为 

7 k w r>0 
0 z=<0 
(1) 正常 运行 时 间 为 50—100 小 时 的 概率 为 


100 £. 
P(50 < T < 100) | 1 dr = e — e ~ 0. 2387 
so 100 
(2) 运行 100 小 时 尚未 发 生 故 障 的 概率 为 
e Li 
PCT > 100) ja ahe de = e™ ~ 0. 3679 
3. 正 态 分 布 


EN 7-4-4 若 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


和 
(z) = 2 (一 co co) 
Mæ J < # =F 
其 中 ,py 和 oo 二 0 ) 都 是 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 和 = 的 正 态 分 布 或 高 斯 分 布 , 记 作 
X~ Níu) 


f(z) 具 有 下 述 性 质 : 
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A) fG)>0; 
Jas 

D | fde =]; 

(3) 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 /(z) 的 图 像 称 为 正 态 曲 线 ,曲线 /(z) 关 于 y 轴 对 称 ; 

(4) 函数 f(z) 在 (一 ,py] 上 单调 增加 ,在 [y, 十 2O) 上 单调 减少 ,在 z= 处 取得 最 
大 值 。 

上 决定 了 图 形 的 中 心 位 置 。 随 着 py 的 增加 或 减少 ,曲线 向 右 或 向 左 平移 , 称 /为 位 
置 参 数 ( 见 图 7-4-1)。o 决定 了 图 形 中 峰 的 陡峭 程度 ,o 越 大 ,曲线 越 扁 平 , 称 为 形状 
参数 ( 见 图 7-4-2)。 


Je) 


i 
Olh Mi 


k 


图 7-4-1 


W X~N u), X Wt RRO 


1 ep 
F(x) = | ewd (— eo < z < eo) 
V2ro ` 


正 态 分 布 由 它 的 两 个 参数 wp 和 o 唯一 确定 , 当 jy oo 
和 o 不 同时 ,是 不 同 的 正 态 分 布 。 当 jy 二 0,c==1 时 的 
正 态 分 布 称 为 标准 正 态 分 布 。 
其 密度 函数 和 分 布 函数 常用 g(x) 和 B(x) 表示 ， 
p(x) 的 图 像 如 图 7-4-3 所 示 。 
1 z 


(z) = er (—co < x < co) 
á V2r 
po 可 
Ba) ——= f sd (一 c < x< co) gua 
B(xz) 具 有 以 下 性 质 : 
1 iP E 1 x, P 2, n 
(1) #0) @(0) | ezd x e? dt ): 
2 [ WE = 2 Var 2 


(2) Vz=€R,b(—z)=1—@(), 
定理 7-4-1 # X—N(asa) , 则 Z= £- N0.. 


标准 正 态 分 布 的 重要 性 在 于 ,任何 一 个 一 般 的 正 态 分 布 都 可 以 通过 线性 变换 转化 为 
标准 正 态 分 布 。 
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证 明 Z 的 分 布 函数 为 
X—p 
G 


P(Z2< > = pÍ <=)= PCGX<“+oz) = 


S u= E MA 


W P 
P(Z< z) = | e “du 
_ qag = 
故 Z= X NOD 


证 毕 。 
根据 定理 7-4-1, 只 要 将 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 制 成 表 , 就 可 以 解决 一 般 正 态 分 布 
的 概率 计算 问题 。 本 书 附录 C 提供 了 标准 正 态 分 布 函 数 数值 表 , 有 了 它 , 可 以 查 表 解 决 
一 般 正 态 分 布 的 概率 计算 。 
# X—N(0,1) ,MIJ 
Pla < X < b) = Pb) — Pla) 
# X—N(pu,a2) , IJ 


P&< X< p [== < Xe <te) 


o 


B 7-4-4 Ü X~N(2,9), 求 下 列 概率 。 

(1) P(X<11) (2) P(X>—4) 

(3) P(—1<X<8) (4) P(|X|<2) 

解 (GD PX<ID=o(H7)=00=0. 99865 

一 4 一 2 
3 


(2) P(X>—4)=1—P(X<—4)=1 o( ) 1—@(—2)=%@(2)=0. 97725 


(3) PC —1<X<8) ($7) (=F) 6(2) 一 G( 一 1) 


@(2)—1+%@(1)=0.97725—1+0.8413=0.81855 


(4) P(|X|<2)=P(—2<X=<2) e[252) (==) 


4 4 
0) o| +) 0.5 Ë o($)] 0. 40824 


一 般 地 , 设 一 N(y,o?), 则 通过 计算 可 得 
Pl(y—o<= X < # +o) = 0. 6826 
P(a —2o < X < z+ 2o) = 0. 9544 
Ply— 3s < X < g + 3o) = 0.9974 
可 以 认为 ,服从 正 态 分 布 N(p,0) 的 随机 变量 X 落 在 (p 一 3c,w 十 3c) 区 间 内 的 概率 
为 99.74% ,几乎 是 必然 事件 ; 而 落 在 (w 一 3c,w 十 3c) 之 外 的 概率 很 小 ,几乎 是 不 可 能 事 
件 。 服 从 正 态 分 布 的 随机 变量 X 的 这 个 重要 性 质 , 称 为 3c 准则 。 
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要 


例 7-4-5 公共 汽车 车 门 的 高 度 是 按 男子 与 车 门 顶头 碰头 机 会 在 0.01 以 下 来 设计 
的 。 设 男子 身高 X— N(170,62) , 问 车 门 高 度 应 如 何 确定 ? 
解 ” 设 车 门 高 度 为 hcem, 按 设计 要 求 岂 应 满 足 已 (X 二 站 一 0.01 或 P( X<h)>0.99, 


因为 X ~ N(170,6°) 
所 以 ZT No, 
故 PX <m =o (+=) > 0.99 
查 表 得 @(2. 33) 一 0.9901 > 0. 99 
因而 1H = 2, 38 
即 h = 170 + 13. 98 ~ 184(cm) 
即 车 门 高 度 为 184cm 时 ,可 使 男子 与 车 门 碰头 的 机 会 不 超过 0. 01 。 
习题 7-4 
0 z<0 
1. 设 连 续 型 随机 变量 X rtm -| 0 入 z<<1, 求 ， 
1 Z 之 1 
(1) 系数 A; 


1 1 1 
(2) P [-—i<x<+).P[1<x<2).P[x>+); 
(3) X 的 概率 密度 函数 。 
Ie z>0 
à, 让 随机 变量 X 的 分 布 而 数 为 PC) 一 , 求 ， 
0 z<0 
(1) P(X<3),P(X2>1.5); 
(2) X 的 概率 密度 函数 。 


2 0<x<1 
3. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 ‘oe 1<zx<2, 求 : 
0 其 他 


A) X 的 分 布 函 数 ; 
(2) P0K<0.5) PG. 5<X<<35, 
“4. 某 种 型 号 元 件 的 寿命 X( 小 时 ) 的 概率 密度 为 
_ 1090 x > 1000 
Fea = | = 
0 = < 1000 
现 有 一 大 批 此 种 元 件 ( 设 各 元 件 损坏 与 否 相互 独立 ) , 任 取 5 件 , 问 其 中 至 少 有 2 件 寿命 大 
于 1500 小 时 的 概率 是 多 少 ? 
5. 已 知 随机 变量 X— N(3,22).3R : 
(1) P(X<4) O PCX) (3) P(X>3) 
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(4) P(|X|>2) CPEE =| < 
6. 设 随 机 变量 X fE(1,6) ERMIS di RIE t Xi -1=0 有 实 根 的 概率 。 
7. B X~N(2,), B. P 2<X<4)=0.3,sR P(X<0)。 


“7.5 随机 变量 函数 的 分 布 


在 实际 应 用 中 ,人 们 常常 对 随机 变量 的 函数 更 感 兴趣 。 例 如 ,已 知 轩 轴 截面 直径 d 
的 分 布 , 求 截 面 面 积 4 一 区- 的 分 布 。 


下 面 讨论 如 何 由 已 知 的 随机 变量 X 的 分 布 去 求 它 的 函数 Y 一 5(X)( 设 g 是 已 知 的 
连续 函数 ) 的 概率 分 布 。 


7.5.1 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 


设 X 为 离散 型 随机 变量 , 则 Y 一 g(X) 也 是 离散 型 随机 变量 。 如 果 X 的 概率 分 布 为 
PEX =a) = pi G(=1,2,--) 
那么 , 当 yi 二 g(x4)(k 二 1,2,…) 互 不 相同 时 ,随机 变量 Y 的 概率 分 布 为 
PY =y) =p (k=1,2,.) 
如 果 w=g(Cze)( 王 1,2,…) 中 有 相同 的 值 , 则 将 这 些 相 同 的 值 合 并 为 一 个 值 ,其 概率 为 
对 应 概率 之 和 。 


1 2 5 
例 7-5-1 ax- Ç 
0.2 0.5 0.3 


解 当 X 取 值 1,2,5 时 ,Y 取 对 应 值 5.,7.13, 而 且 X 取 某 值 与 了 取 其 对 应 值 是 两 个 
同时 发 生 的 事件 ,两 者 具有 相同 的 概率 , 故 


CE 7 13 J 
Y~ 
0.2 0.5 0.3 


= =j 0 1 2 
J.k Y=X 的 概率 分 布 。 
O2 04 02 03 02 


E P= 0)Ó= PAE = 0 =0.,2 
RY = W = PX WPX = 1 = 0.4 
PY = 45 = PON 2)+P(X = 2) = 0.4 


0 1 4 
故 >~[ ) 
0.2 0.4 0.4 


E Y=2X F3 的 概率 分 布 。 


例 7-5-2 a x—[ 


7.5.2 连续 型 随机 变量 函数 的 分 布 


设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 1(z),y 二 g(x) 为 一 个 连续 函数 ,应 如 何 求 
随机 变量 Y= 二 g(X) 的 概率 密度 函数 ? 先 看 例 7-5-3。 
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Fo 


例 7-5-3 设 X 的 概率 密度 函数 为 


Z 0<z<4 
8 
fx az) -| 


0 ”其 他 
ËR Y=2X+8 的 概率 密度 。 
解 设 义 的 分 布 函 数 为 Fx(z),Y 的 分 布 函 数 为 Fy(y)。 由 分 布 函数 的 概念 可 知 
Fy(y) = P(Y < y) = P(2X+8<y)= r(x< 8)= F (3s) 
将 Fy(y) 关 于 y 求 导数 ,得 Y= 二 2X 十 8 的 概率 密度 为 


dEi) T] | 
fry) dy fx” 有 2 


1 y—8 1 E. ams.. 
mfa” 7 x 0 < 7 <4 
0 其 他 
y— 8 
a i 8<y<16 
0 其 他 


例 7-5-4 设 X 具 有 概率 密度 fx(z), k Y= X° 的 概率 密度 。 
解 设 X 的 分 布 函数 为 Fx(z),Y 的 分 布 函 数 为 Fy(y) ,由 分 布 函 数 的 概念 可 知 
Frl) = PY < = POC < y) = PC— Jy < X < ./y) 
= Fx (Vy) 一 Fx( 一 Vy) 
将 Fy(y) 关 于 > 求 导 数 ,得 Y= 的 概率 密度 为 
fr(y) = - ú Kg DSR D 


0 y<0 


从 上 述 两 例 中 可 以 看 到 ,在 求 P(Y 三 y) 的 过 程 中 ,关键 的 一 步 是 设法 从 (g(X) 三 y) 
中 解 出 X, 从 而 得 到 与 Cg&(CX) 近 >) 等 价 的 X 的 不 等 式 。 这 样 做 是 为 了 利用 已 知 的 X 的 


分 布 求 出 相应 的 概率 。 这 是 求 连续 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 的 一 种 常用 方法 。 


定理 7-5-1 设 X 具有 概率 密度 fx(z)( 一 co<z 志 十 cc), 又 设 函 数 y= 二 g(x) 处 处 可 
F, REH g'“(z) 二 0( 或 便 有 gz) 二 0), 则 Y=g(CX) 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 它 的 概率 


密度 为 


fxh] D| a< y<8B 
Fr) =| 


其 他 


其 中 ,a 二 min{g( 一 2),g( 十 2)},B 一 max{g( 一 02),g( 十 0)},zx==h (y) 是 y= 二 g(x) 的 


ELLS 
习题 7-5 


-2 = 0 1 2 


R Y= x: 
02 Qi 03 wz oj 


1. 设 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 [ 
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的 概率 分 布 。 
2. 设 X 的 概率 密度 为 
3 


fx) = | 
0 其 他 
ËR Y=2X+1 的 概率 密度 。 
3. 设 连续 性 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
10 
= 4 
0 z=10 


x>=10 


求 随机 变量 Y=3X 一 1 的 概率 密度 。 
4. 对 一 圆 片 直 径 进 行 测量 ,其 值 服从 (5,6) 上 的 均匀 分 布 , 求 圆 片面 积 的 概率 密度 。 


第 B 章 


多 维 随机 变量 及 其 分 布 


前 面 讨 论 了 一 维 随 机 变量 及 其 分 布 ,但 有 些 随 机 现象 用 一 个 随机 变量 来 描述 还 不 够 ， 
而 需要 用 儿 个 随机 变量 来 描述 。 例 如 ,在 打靶 时 ,命中 点 的 位 置 是 由 一 对 随机 变量 (两 个 
坐标 ) 来 确定 的 ,飞机 的 重心 在 空中 的 位 置 是 由 3 个 随机 变量 (3 个 坐标 值 ) 来 确定 的 等 。 

一 般 来 说 , 设 已 是 一 个 随机 试验 , 它 的 样本 空间 是 S= {e}), 设 Xi = Xi (e), X; 
X: le), X, 5X, (O EELE S 上 的 随机 变量 ,由 它们 构成 的 一 个 区 维 向 量 (X， 
Xost XDE n 维 随 机 向 量 或 n 维 随机 变量 。 


8.1 二 维 随机 变量 及 其 联合 分 布 


8.1.1 二 维 随机 变量 的 分 布 函数 
定义 8-1-1 设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 ,对 于 任意 实数 xz 和 y, 二 元 函数 
RW = 
称 为 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 ,或 者 称 为 随机 变量 X 和 
Y 的 联合 分 布 函 数 。 
二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 FCz,y) 在 点 (zo ,yo) 的 值 F 
Czoyy) 表 示 随 机 点 (X,Y) 落 在 平面 无 限 区 域 {(z,y) | 一 = 去 
zszo ,一 co<y 委 w} 内 的 概率 ,如 图 8-1-1 所 示 。 


8.1.2 二 维 离散 型 随机 变量 


定义 8-1-2 ”如 果 二 维 随机 变量 (X,Y) 全 部 可 能 取 到 的 不 相同 的 值 是 有 限 对 或 可 列 
无 限 多 对 , 则 称 (X,Y) 是 离散 型 随机 变量 。 

设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 可 能 取 的 值 是 (zi,y;) (i,j 二 1,2,…), 记 P(X=z;， 
Y= y;)28 p; , 称 为 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 ,或 随机 变量 XX # Y 的 联合 分 
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布 律 。 
二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 具有 以 下 性 质 : 
A) >00, j=1,2;); 


(2) 2127p = 1, 
上 述 (X,Y) 的 分 布 律 也 可 以 描述 为 如 下 形式 : 
Y 
x Ji x: 39 
Tı bu bue py 
T2 Pa bz bz; 


例 8-1-1 设 随 机 变量 X 在 1,2,3 三 个 整数 中 等 可 能 地 取 一 个 值 , 随 机 变量 Y 在 
1 一 X 中 等 可 能 地 取 一 整数 值 。 求 CX,Y) 的 分 布 律 。 

解 X 所 有 可 能 取 的 值 为 1,2,3,Y 所 有 可 能 取 的 值 为 不 大 于 X 取 值 的 整数 。 

由 乘法 公式 可 得 

P= GE = p = pix = ppOpr= p| X = 了 G@= 12352 
所 以 (X,Y) 的 分 布 律 如 下 : 


Y 
1 2 3 
$ 
1 
1 + o 0 
1 1 
2 + + 0 
1 1 1 
3 9 9 9 


8.1.3 二 维 连续 型 随机 变量 

定义 8-1-3 ”对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 下 (zx,y), 如 果 存 在 非 负 函数 
f(z,y) ,使 对 于 任意 的 xz,y 有 

F(x,y) = [ewaudo 

则 称 (X,Y) 是 连续 型 的 二 维 随机 变量 ,函数 /(zx,y) 称 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密 
度 ,或 称 为 随机 变量 X 和 Y 的 联合 概率 密度 。 

(CX,Y) 的 概率 密度 具有 以 下 人 性质 : 

(1) f(z,y)Z0; 


(2) 国 本 2 = 1(‖ eaady 一 1); 
R 
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L 


(3) 设 G 是 zOy 平面 上 的 区 域 , 则 随机 点 (X,Y) 落 在 G 内 的 概率 为 
P{(X,Y) € G} = | cwardy 
G 


k — (zFy) -=0, —=0 

例 8-1-2 设 (X,Y) 的 概率 密度 是 FO. = | ° A AA 
0 其 他 

A) HÉ k; 

(2) P(X<1,Y<1), 


解 (1) 根据 概率 密度 的 性 质 (2) 可 知 
1= | [ewardy 


= [D karay =Ë 
g k=1. 2 
(2) 将 (X,Y) 看 作 平 面 随机 点 的 坐标 , 则 有 0 I x 
P(X<1,Y<1 = P(X,Y € G) 
其 中 G 为 图 8-1-2 所 示 的 阴影 部 分 ,因此 
P(X<1,Y<1 =P(X,Y) € G) 


图 8-1-2 


— J f(x.y)drdy 


(XDEG 


1 1 
-| def e dy = (1—7)? 
° Jo 


习题 8-1 
1. 设 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 , 求 常 数 a 的 值 。 
| 
1 2 3 
x 
1 1 1 
š 8 12 16 
1 1 
2 5 a 


2. RPA 3 只 黑 球 ,4 只 白 球 ,从 袋 中 取 球 两 次 ,每 次 任 取 一 球 , 令 
1 第 一 次 取得 黑 球 Í. 第 二 次 取得 黑 球 


X to 第 一 次 取得 白 球 ”””10 第 二 次 取得 白 球 


在 下 列 情形 下 , 写 出 (X,Y) 的 联合 分 布 律 。 

A) 有 放 回 取 球 ; 

(2) 无 放 回 取 球 。 

3. 把 一 枚 均匀 硬币 抛 括 3 次 , 设 X 为 3 次 抛掷 中 正面 出 现 的 次 数 ,而 Y 为 正面 出 现 
次 数 与 反面 出 现 次数 之 差 的 绝对 值 , 求 : 

(1) (X,Y) 的 分 布 律 ; 
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(gy POR= HPY N: 
4. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


人 ?十 了 zy < 


f(z,y) = | 
0 其 他 
(1) 确定 常数 h; 
G PR 
5. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
k(6—zx—y) 0<<x<2,2<y<4 
f(z,y) = 
l 其 他 
(1) 确定 常数 h; 
(2) R P(X<1,Y<8); 
(3) 求 P(X 十 Y<4)。 


8.2 边缘 分 布 


在 对 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 讨论 中 ,通常 将 X 和 Y 作为 一 个 整体 看 待 。 事 实 上 ,X 
和 了 各 自 也 是 随机 变量 ,也 有 各 自 的 分 布 。 

对 于 随机 变量 (X,Y) ,变量 X 的 概率 分 布 称 为 (X,Y) 关 于 X 的 边缘 分 布 ;变量 Y 的 
概率 分 布 称 为 (X,Y) 关 于 Y 的 边缘 分 布 。(CX,Y) 关 于 X A Y 的 边缘 分 布 函 数 分 别 为 
Fx(z),Fy(y) ,它们 可 以 由 (X,Y) 的 联合 分 布 函 数 F(z.y) 来 确定 , 即 

Fx(z) = PIX < z) = P(X < x,Y < es) = Flryoo) (8-2-1) 
Fy(y) = P{Y < y} = P(X < œ,Y < y) = F(ee,y) (8-2-2) 
下 面具 体 讨论 离散 型 和 连续 型 随机 变量 。 


8.2.1 离散 型 随机 变量 的 边缘 分 布 
设 (X,Y) 为 二 维 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 POX =ar: Y = y) = p; IHsK(8-2-1) £ 
式 (8-2-2) 得 X 和 Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


PX =a) = PX = =Y < ssy= DH G= 142) (8-2-85 


i=1 
PY =y) = PIX <co,Y = y) = J p; Gj=1,2,--) (8-2-4) 
i=1 
通常 将 X 和 Y 的 边缘 分 布 律 分 别 记 为 p;. 和 p.;, 于 是 
b. = PIX = z) = Dp; G= 1,2,--) 


bj = P(Y = y) = Dp; G =1,2,---) 
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随机 变量 X # Y 的 边缘 分 布 律 也 可 以 如 下 表示 : 
Y 
x V x: y; b 
Tı Pu bu: bu b. 
Tz pa bz bz; b: 
s ba be ps b 
Bia Sa g w". É pi 2 =1 


在 随机 变量 X 和 YY 的 联合 分 布 律 中 ,将 第 i 行 的 各 数 之 和 记 为 p;. (i 二 1,2,…), 列 
于 表 中 最 后 一 列 ,就 是 关于 X 的 边缘 分 布 律 ; 将 第 j 列 的 各 数 之 和 记 为 p.;(j 二 1,2,…)， 
列 于 表 中 最 后 一 行 ,就 是 关于 Y 的 边缘 分 布 律 。 

fJ 8-2-1 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 : 


Y 
x | L 2 3 
1 a 0.3 Ql 
2 | 0.1 0.2 
R: (1) a; 
(2) (X,Y) 的 联合 分 布 律 及 X,Y 的 边缘 分 布 律 。 
解 (1) 由 联合 分 布 律 的 性 质 可 知 a 十 0. 3 十 0.1 十 0.1 十 0. 2 十 0.1=1, 由 此 得 到 
a=0.2, 
(2) 联合 分 布 律 及 边缘 分 布 律 如 下 : 
y | 1 2 3 b. 
X 
1 0.2 0.3 0.1 0.6 
2 0.1 0.2 0.1 0.4 
ba 0.3 0.5 0.2 1 
也 可 如 下 表示 : 
k | a 2 ç | 3 2 3 
bi | 0.6 0.4 b. | 0.3 0.5 0.2 


8.2.2 连续 型 随机 变量 的 边缘 分 布 


对 连续 型 随机 变量 (X,Y),X 和 YY 的 联合 概率 密度 为 FCz,y) , 则 根据 二 维 连续 型 随 
机 变量 分 布 函 数 的 定义 及 边缘 分 布 函数 可 知 : 
Fila = Fl p= Ë EE 
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V 
由 连续 型 随机 变量 的 定义 可 以 知道 ,X 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
fx(z) = | svay C co < r< eo) 
同样 ,Y 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
= 三 red C < y< o0) 


分 别称 fx) fy DAX VRF X HMAF Y 的 边缘 概率 密度 。 
设 G 是 平面 上 的 有 界 区 域 , 其 面积 为 A。 若 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 如 下 概率 
密度 : 


则 称 (X,Y) 在 G 上 服从 均匀 分 布 。 
例 8-2-2 ” 设 (X,Y) 服 从 区 域 G={(z,y)|z: 和 过 yz)} 上 的 均匀 分 布 , 求 ， 
(1) (X,Y) 的 联合 概率 密度 ; 

(2) X 和 YY 的 边缘 概率 密度 。 
解 ”区域 G 为 图 8-2-1 所 示 的 阴影 部 分 。 


t 
DA =| ad= L 
0 6 


故 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 


6 (m,y) € G 
0 其 他 

= [ 6dy =6(z—z) 0<<z<1 
(2) fx(x) = j fO a,y)dy = 122 
0 其 他 
RAJ 
| 6dz 一 6(Vy 一 y) 0<y<1 


0 其 他 


f(x,y) = | 


fro) = [Í sævar = | 


“8.2.3 二 维 正 态 分 布 


设 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
= plam Drm) x 
fixy) = a n [y = =a | 
zoo: V1 一 p 


式 中 的 5 个 参数 满足 jm ,mm 二 0,o 二 0,1ol 天 1, 则 称 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 ， 
记 作 
X.Y) 一 NG sp,07 ,08 sp) 
由 边缘 概率 密度 的 计算 公式 可 以 推出 二 维 正 态 分 布 的 两 个 边缘 分 布 仍 为 正 态 分 布 ， 
反 推 则 错 。 即 
X ~ Ním) 
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Y ~ N(zz sas) 
习题 8-2 


1. 设 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
i be 0<z<1,0<y<z 
` 0 其 他 
R: (1) 常数 c 的 值 ; 
(2) X 和 YY 的 边缘 概率 密度 fx(Cz),r(Cy)。 
2. 设 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
o pe r>0,y>0 
fe) = f 其 他 
R: (1) 常数 cs; 
(2) PO<X<1,0<Y<2); 
(3) X 和 YY 的 边缘 概率 密度 fx( z). fyl) 


8.3 条 件 分 布 及 随机 变量 的 独立 性 


给 定 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 ,可 以 确定 随机 变量 X 和 YY 的 边缘 分 布 。 通 常 
情况 下 ,无 法 通过 X # Y 的 边缘 分 布 来 确定 (X,Y) 的 联合 分 布 。 但 是 ,如 果 X 和 
Y 满足 一 定 的 条 件 , 即 可 解决 问题 。 这 就 是 本 节 要 讨论 的 条 件 分 布 及 随机 变量 的 独立 性 
问题 。 


“8.3.1 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 


定义 8-3-1 设 (X,Y) 为 二 维 离散 型 随机 变量 ,并 且 其 联合 分 布 律 为 
p= = 
在 已 知 Y=y; 的 条 件 下 ,X 取 值 的 条 件 分 布 为 
P(X = zY = y;) 
P{Y = y;) 


P (X = z; |Y = y;) 


在 已 知 X— x, 的 条 件 下 ,Y 取 值 的 条 件 分 布 为 


P{Y = y; | X = x) 


式 中 ,pi. p. FB] X 和 YY 的 边缘 分 布 。 
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例 8-3-1 设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 : 
T 
z 0.4 0.8 
2 0.15 0.05 
5 0. 30 0.12 
8 0. 35 0. 03 
R: (1) X fll Y 的 边缘 分 布 ; 
(2) X 关 于 Y=0.4 下 的 条 件 分 布 ; 
G) Y Ž*FX=2 下 的 条 件 分 布 。 
解 (1) X 和 TY 的 边缘 分 布 如 下 : 
w: 0.4 0.8 b. 
x 
2 0.15 0.05 0.2 
5 0. 30 0:12 0.42 
8 0.35 0.03 0.38 
b; 0.8 0.2 1 


(2) 在 Y 一 0.4 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 律 如 下 : 


P(X =2|Y=0.4) DA iae oli 
>G s 
RESITA PEST =oD EL 
P(X=8|Y= 0.4) ms g sí 
也 可 以 写成 如 下 形式 : 
X= | 2 5 8 
P(X=k|Y=0.4) | = ni Li 


(3) 同样 可 得 Y 关 于 X=2 的 条 件 分 布 如 下 : 


Y=k | 0.4 0.8 
POY=kIX >| 2.15 9.03 


"8.3.2 二 维 连续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 
定义 8-3-2 设 (X,Y) 为 连续 型 随机 变量 ,并 且 其 联合 概率 密度 为 /(z,y) ,车 对 于 固 
定 的 y, 有 fOO ML EEZ E Y— y 的 条 件 下 X 的 条 件 概率 密度 , 记 作 
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farz | y> = Fy) 


fy(y) 
类 似 地 ,可 以 定义 在 X=z 的 条 件 下 Y 的 条 件 概 率 密度 为 
foxo | z) = Laaa, fz) > 0 


其 中 ,x(Cz)>0,r(Cy) 二 0 分别 为 X 和 Y 的 边缘 概率 密度 。 
例 8-3-2 设 (X,7) 服 从 单位 贺 上 的 均匀 分 布 , 即 其 概率 密度 为 
L f +y <1 
JCzyy) = 人工 
其 他 
R ArxCylz)。 
解 X 的 边缘 概率 密度 为 
f æ Z AZF |zl 和 1l 
fx) = [pay = | x 
0 lw Ed 


Kel <1 时 ,有 

1 
f(r,y) x oe 1 
fy Go) s: la Ramu u 2.1 = 


Sox | z) 


= 
即 当 一 1<z<l 时 ,有 


1 Ji 7 

— -vyl < y< vlr 

fyix(y | z) = Ë WE b 
0 其 他 


8.3.3 随机 变量 的 独立 性 


定义 8-3-3 设 X 与 Y 为 两 个 随机 变量 ,如 果 对 任意 的 实数 > 和 yy, 事 件 {X 三 zx) 和 
{Y 过 >} 均 相互 独立 , 即 
P(X < z,Y < y) = P(X < z=)P(Y < y) 
则 称 随机 变量 X 与 Y 相互 独立 。 
É X 与 Y 均 为 离散 型 随机 变量 ,X 的 一 切 可 能 取 值 为 zi ,xs，…,zi;,…,Y 的 一 切 可 
能 取 值 为 y1 ,yz，…,y;，,…: 则 与 Y 相互 独 立 的 充分 必要 条 件 是 对 一 切 i,j, 均 有 
P(X = zi,Y = y;) = P(X = zx)P(Y = y;) 


即 
ps = pipa Cj = 1,2,°) 
Ë: /(zx,y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 ,fx(z) ,fy(y) 分 别 为 连续 
型 随机 变量 X 与 Y 的 边缘 概率 密度 , 则 X 与 Y 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 实 
数 z 与 y 均 有 
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5 
Fy) = fx(z)fy(y) 
例 8-3-3 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 , 且 XX 与 Y 相 互 独立 , 试 确定 其 中 未 
知 常数 的 值 。 


Y 

这 > x: ys bi. 

1 
Tı 8 br bis pi. 

1 

T ba * bz be. 

L 
pj 5 b. p-s í 


解 由 离散 型 随机 变量 边缘 分 布 律 定义 及 独立 的 充分 必要 条 件 知 


+ WB = + 
可 求 得 
Bir = 24 
LEF 
1 1 
24 ba) bs. pa b: 6 
故 
bx = 十 
类 似 可 以 得 到 


b. L, Piz z, pi. r. bs L, Pz 5 ， Ps n 


例 8-3-4 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
pe GbE wm 
其 他 


fizy) = 


判断 X 与 立 是否 相互 独立 。 
B jx(z) = | ze dy = ze” (x>0) 


fy(y) = | reae =e” (y>0) 
° 


即 
we x > 
(z) = 
fp f z<0 
K= e> y>0 
4 lo y<0 


n AHER HK > 5 y 均 有 
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Fy) = fx la) fy) 
k X 5 Y 相互 独立 。 


习题 8-3 
1. 已 知 随机 变量 六 与 Y 相互 独立 ,联合 概率 分 布 律 如 下 , 求 a 与 5 的 值 。 
| 
1 2 3 
x 
g 1 
1 6 3g a 
2 + 6 + 


2. 设 随 机 变量 X Y 相互 独立 ,其 概率 分 布 分 别 如 下 , 求 PCX=Y) 及 P(X<Y), 


1 
3 


sjelo 


0 | 
1 2 
3 3 


“3. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
' 6zy: 0<zxz<1,0< y<1 
La sa L. 其 他 
(1) 判断 X 与 了 是 否 相 互 独立 
(2) R fxy(Czly) ,vixCylz)。 
“4. 设 随机 变量 X 关于 Y 的 条 件 概率 密度 为 
3z 


2 0<r<y 
fxw(z | y) = 1 y 
Í 其 他 
ú ? 5y% 0<y<1 
且 已 知 NOS 其 他 , 求 P(X>0. 3)。 
5. 设 二 维 随 机 变量 (X.Y) 的 联合 概率 密度 为 
sh == | 
cant 其他 


DRX 5 Y 的 边缘 概率 密度 ; 
(2) 判断 X 与 了 是 否 相 互 独立 ; 


(3) 求 概率 p|o<x<+o<v<+). 


8.4 二 维 随 机 变量 函数 的 分 布 


与 一 维 随机 变量 类 似 , 也 可 以 求 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 函数 分 布 。 下 面 仅 讨论 随机 
变量 和 的 函数 Z 二 义 十 Y 的 分 布 。 
设 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 f(z,y), 则 随机 变量 Z— X-+Y 的 
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概率 密度 函数 的 求法 如 下 。 
首先 从 Z 的 分 布 函数 Fz(z) 出 发 , 求 出 Z 的 密度 函数 。 


Fz(z) = P(Z < z) = P(X+Y < > = II fz,y)dzdy 
=+y<=z 
其 中 ,积分 区 域 是 直线 x 十 y 二 x 及 其 左下 方 的 半 平 面 ,如 图 8-4-1 的 


阴影 部 分 所 示 。 
将 二 重 积分 转换 为 累 次 积分 ,得 


图 8-4-1 Fw) = | favara = [ewar]ay 


mHz 


固定 = M y ,对 积分 | ”7(z,y)dz MERR = a— y, 得 


[T fayde = Í fu — y,y)du 
故 


由 此 得 到 随机 变量 Z 的 概率 密度 函数 
p= F se-a 
类 似 地 ,有 
= F Sezar 
当 X 5j Y EISA, f(z.y)= fx a) fy(y), MJ ERAR eA 
q = Ë mcom z— yx 


D= | fe Wd 
称 以 上 二 式 为 卷 积 公式 。 
例 8-4-1 若 X 与 并 独立 , 且 具 有 共同 的 概率 密度 
人 fo<zsl 
AD 一。 xa 
求 Z=X+Y 的 概率 密度 。 
解 、 解 本 题 可 利用 卷 积 公式 Qo 一 | fxCDfy( 一 Dde。 > 
为 确定 积分 限 , 先 找 出 使 被 积 函 数 不 为 0 的 区 域 (如 图 8-4-2 
所 示 )， 


即 图 8-4-2 
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z<=*=<z+1 
故 当 z<0 sk z>22 hf, f, (z)=0; 


60 < <1 fz) = | de = < 


1 
当 1<z<2 时 ,fz(z) = | dr = 2— z. 
= 


故 
£ Oz<1 
fz(z)=12—z lz<2 
0 其 他 


例 8-4-2 若 和 与 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 且 具 有 相同 的 分 布 N(0,1), 求 
Z=X+Y 的 概率 密度 。 
f X 的 概率 密度 为 
f(x) = 


1 ep 
J 


€ 
V2ra 


由 卷 积 公 式 得 
fxrr (z) - Ü f(s— yaz = | ay eee dr 


1 T” E = 
三 | 


2r 
=f e(l) dx 
令 1 二 zx 一 去, 即 得 
oset a = Lt. ES 
f:(z) = Be E dt De AT Bra AD 


由 此 可 知 ,Z 是 一 个 N(0,2) 分 布 的 随机 变量 。 
一 般 来 说 , 若 XX;:(i 二 1,2,…,n) 是 nn 个 相互 独立 的 服从 N C so; ) 分 布 的 随机 变量 , 则 


>x, MR R — NRA ERS N (so?) 的 随机 变量 ,并 且 参 数 为 /一 Xs j= =’, 
这 一 事实 称 为 正 态 分 布 具有 可 加 性 。 


习题 8-4 
1. 设 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 : 
了 
0 1 2 
x 
1 2 1 
° 18 9 18 
2 1 1 
— 9 18 18 
1 1 2 
2 18 18 9 
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R: (1) Z =X -Y 的 分 布 律 ; 

(2) Za 一 max{X,Y} 的 分 布 律 。 

2. 设 X 与 立 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 

1 0<<x<1 e Pa. 

fe = [, 其 他 o Sep 

求 Z= X+Y 的 概率 密度 。 

3. Æ X H Y 独立, 上 且 具 有 共同 的 概率 密度 : 
i | 
0 rz<0 


fr(y) = | 


f(z) = | 
k Z=X+Y 的 概率 密度 。 


第 9 章 


随机 变量 的 数字 特征 


随机 变量 的 分 布 虽 能 刻画 随机 变量 的 统计 规律 性 ,但 在 实际 问题 中 其 分 布 往往 不 易 
确定 ,而 它 的 某 些 特征 却 容易 估算 出 来 ,这 些 特征 正 是 我 们 所 关心 的 。 例 如 ,考察 某 班 学 
生 的 数学 水 平 ,常常 只 须 了 解 该 班 学 生 的 平均 分 数 ; 评价 棉花 的 质量 时 ,我 们 注意 的 是 纤 
维 的 平均 长 度 及 纤维 的 长 度 与 平均 长 度 的 偏离 程度 。 平 均值 与 偏离 程度 都 表现 为 一 
些 数字 ,这 些 数 字 反 映 了 随机 变量 的 某 些 特征 。 我 们 把 用 来 刻画 随机 变量 的 某 些 特征 
的 数字 称 为 随机 变量 的 数字 特征 。 本 章 将 介绍 随机 变量 中 常用 的 两 种 数字 特征 : 数学 
期 望 和 方差 。 


9.1 数学 期 望 


引 例 ”要 检验 一 批 同 类 圆 形 零件 的 直径 ,从 中 任意 抽取 10 个 零件 进行 测量 ,测量 结 
果 是 有 1 件 ,2 件 ,3 件 和 4 件 的 直径 分 别 为 98mm、100mm、102mm 和 99mm, 则 这 10 个 
零件 的 平均 直径 为 
(1 X98+2X100+3X102+4X99) x 二 
=0.1 X 98 + 0. 2 X 100 + 0. 3 Xx 102 + 0.4 X 9 
=100(mm) 
实际 上 , 它 也 是 这 4 个 不 同 的 数 98,100,102,99 依 “频率 ”分 别 为 0. 1,0.2,0.3,0.4 
的 “加 权 平 均 ”。 类 似 地 ,我 们 可 以 定义 依 “概率 ”的 加 权 平 均 , 这 就 是 数学 期 望 。 


9.1.1 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 


EX 9-1-1 设 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 
PX =a) =p (k=1,2,.) 


9 


称 Tipi = Abi Hepo +H Hapi tHe 为 随机 变量 的 数学 期 望 ,简称 期 望 或 均值 ， 


wE EX). 
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例 9-1-1 甲乙 两 个 工人 在 一 天 生产 中 出 现 废品 的 概率 分 布 如 表 9-1-1 所 示 。 


表 9-1-1 
TA m z 
废品 数 0 1 2 3 0 1 2 3 
概率 0.4 0.3 0.2 0.1 0.3 0.5 0.2 0 


P ZHE mR XY Kon. AAW H pe ht AH 3. HEERE? 
解 ECX) =0x0.4+1X0.3+2X0.2+3X0.1=1 
E(Y) =0xX0.3+1X0.5+2X0.2+3X0=0.9 
由 于 甲 每 天 出 现 废品 的 件数 要 比 乙 多 ,所 以 ,在 产量 相同 的 情况 下 , 乙 的 技术 比 甲 的 
技术 要 好 一 些 。 
* 例 9-1-2” 按 规定 , 某 车 站 每 天 8:00 一 9:00,9:00 一 10:00 都 恰 有 一 辆 客车 到 站 ,但 到 
站 时 刻 是 随机 的 , 且 两 者 到 站 的 时 间 相 互 独立 ,其 规律 如 表 9-1-2 所 示 。 


表 9-1-2 
8:10 8:30 8:50 
到 站 时 刻 
站 时 刻 9:10 9:30 9:50 
II 3 2 
概率 6 G 6 


一 旅客 8:20 到 车 站 , 求 他 候车 时 间 的 数学 期 望 。 
f ” 设 旅客 候车 时 间 为 X( 以 分 计 ), 则 X 所 有 取 值 为 10,30,50,70,90。 令 事件 
A = {第 一 班车 8:10 到 站 } 
B = {第 二 班车 9:10 到 站 } 
C = {第 二 班车 9:30 到 站 } 
D = {第 二 班车 9:50 到 站 } 


则 有 
Pty = š (第 一 班车 8:30 到 站 ) 
P(X = 30) = 二 (第 一 班车 8:50 到 站 ) 
P(X = 50) = P(AB) = P(A)P(B) = ixt 
P(X = 70) = PCAC) = P(A)P(O) = 4 xŠ 
P(X = 90) = P(AD) = P(A)P(D) = + x 
得 X 的 分 布 律 为 
x | 1 30 50 70 90 
. | 4 s 人 
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则 候车 时 间 的 数学 期 望 为 


3 2 


E(X) = 10 x 6 2 


| | 1 3 
+30 X = wk: 50 基 5 十 70X zp T Xg 27. 22( 分 钟 ) 


9.1.2 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 
定义 9-1-2 ik X 是 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 /(z) ,车 积分 | afde 绝 
对 收 笋 , 则 称 此 积分 | ”=7Cz)dz 的 值 为 X 的 数学 期 望 即 
E(X) = 人 a 
例 9-1-3 某 地 铁 站 每 5 分 钟 有 一 列 地 铁 进 站 ,乘客 在 任 一 时 刻 到 达 该 站 候车 是 等 可 
能 的 , 求 任 一 乘客 候车 的 平均 时 间 。 
解 ” 设 乘客 的 候车 时 间 为 X,X 服从 [0,5] 上 的 均匀 分 布 , 即 X 的 密度 函数 为 
1 
f(x) = Ñ 
0 ”其 他 
乘客 候车 的 平均 时 间 就 是 X 的 数学 期 望 : 


co I ' S q , . 1 x= 5 2 
E(X) -F xf(x)dx ji s dz 5 x >|, 2.5( 分 钟 ) 


即 任 一 乘客 候车 的 平均 时 间 为 2. 5 分 钟 。 
9.1.3 ”随机 变量 函数 的 数学 期 望 


设 g(x) 为 连续 函数 ,Y= 二 g(X) 也 是 随机 变量 X 的 函数 。 
(1) 若 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 
P(X=z) =p (k=1,2,.) 


0<=z=<5 


则 随机 变量 函数 Y 的 数学 期 望 为 
E(Y) = E[g(X)] = > glx) pr (9-1-1) 
(2) 若 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 (2)， 则 随机 变量 函数 了 的 数学 期 望 为 
EY) = ELg(X)] = ë g(Cz)7Cz)dz (9-1-2) 
例 9-1-4 设 风速 v 在 (0,a) 上 服从 均匀 分 布 , 即 具有 概率 密度 
ye 
feo) = 3 
0 ”其 他 


又 设 飞机 机 没 受 到 的 正 压力 W 是 v WRA W= ko >00 RRO RW 的 数学 期 望 。 
解 ” 由 公式 (9-1-2) 可 得 


jas A 
E(W) = | 1 二 | ti La — Lpg? 
ss ° a š 
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9.1.4 数学 期 望 的 性 质 


性 质 9-1-1 ECC)=C(C 为 任意 常数 ) 。 

性 质 9-1-2 ECCX) 一 CECX) 。 

性 质 9-1-3 E(X-+Y)=EC(X)+ECY), 

性 质 9-1-4 # XY 相互 独立 , 则 ECXY) 一 ECX)ECY)。 

注 : X,Y 相互 独立 是 指 对 任意 实数 工 ,y,* 事 件 X< x p Y<y 相互 独立 , 即 

P(X < z=,Y < y) = P(X < z=)P(Y < x) 
性 质 9-1-3 和 性 质 9-1-4 可 推广 到 有 限 多 个 情形 。 
“ 例 9-1-5 一 民航 客车 载 有 20 位 旅客 自 机 场 开 出 ,旅客 有 10 个 车 站 可 以 下 车 ,车 到 

达 一 个 车 站 没有 旅客 下 车 就 不 停车 。 以 X 表示 停车 的 次 数 , 求 E(X)( 设 每 位 旅客 在 各 个 
车 站 下 车 是 等 可 能 的 ,并 设 各 旅客 是 否 下 车 相互 独立 )。 


解 引入 随机 变量 
0 (在 第 i 站 没有 人 下 车 ) 
X; = (i = 1,2,.…,10) 
1 (在 第 i 站 有 人 下 车 ) 
可 知 X=X 二 Xs 十 … 十 Xo 
9 20 
P(x=0)=( 襄 | 
i 20 
pOK=15=1 (5) 
" T Kuu 20 
由 此 E(X:)=1 (5) 
故 ECX)=E(Xi+ Xs Xo) =ECX) HEX) +ECXio) 


9 20 š: 
=10[: 一 ( 丰 ] ] =8.784( 次 ) 


本 题 是 将 X 分 解 成 多 个 随机 变量 之 和 ,然后 利用 随机 变量 和 的 数学 期 望 等 于 随机 变 
量 数学 期 望 之 和 来 求 数学 期 望 ,此 法 具有 一 定 的 普遍 意义 。 


习题 9-1 


| 0 1 2 3 


; AP 4 EZA 
k: 没 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 bZ Ja wI 0 63 


Jk ECX) E(X’), 


0015. 

2. 在 射击 比赛 中 ,每 人 射击 4 次 ,规定 全 部 击 不 中 得 0 分 ; 只 击 中 1 发 得 10 分 ; 击 
中 2 发 得 20 分; 击 中 3 发 得 30 分 ; 全 部 击 中 得 50 分 。 若 某 射手 每 次 射击 的 命中 率 为 
0.7, 求 此 射手 得 分 的 数学 期 望 。 


3. 设 随机 变量 X 的 密度 函数 为 f(x) 二 


Za OSa 
| „R E(X), E(X). 


其 他 
4. 设 某 车 间 生 产 的 圆 盘 直径 服从 (1,2) 上 的 均匀 分 布 , 试 求 圆 盘面 积 的 数学 期 望 。 
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“5. K x RpRCO1—2n) B BUH DK d: n EFS h TATER, #— RRE 


入 与 球 同 号 的 盒子 中 , 称 为 一 个 配对 。 记 X 为 总 的 配对 数 , 求 ECX) 。 


9.2 方差 


随机 变量 的 数学 期 望 表 示 随 机 变量 的 取 值 “中心 ”>。 但 对 许多 实际 问题 来 说 ,仅仅 知 
道 随机 变量 的 取 值 平均 程度 还 远 远 不 够 ,还 需要 了 解 随机 变量 的 取 值 偏离 其 均值 的 程度 。 


这 就 是 本 节 要 介绍 的 方差 。 
9.2.1 方差 的 定义 


EX 9-2-1 设 X 是 一 个 随机 变量 , 若 BE{[LX 一 下 (X)]} 存 在 , 称 E{[X 一 ECX)]) 为 


X 的 方差 , 记 作 D(X), 即 
D(X) = E([X — E(X) ]} 
称 VD(X) 为 X 的 均 方 差 或 标准 差 , 记 作 CX), 
若 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 
PX =m) =p (k= 12s) 
则 X 的 方差 为 


DRY = 5) Les— EX) TG 
若 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 /(2) MJ X 的 方差 为 
D(X) = | [z— ECX)J f(z)dz 
由 方差 的 定义 和 期 望 的 性 质 可 得 方差 的 计算 公式 如 下 
D(X) = E(X?) — [E(X)]° 


证 明 D(X) = E[X—E(X)J]* = E(X°: —2XE(X) + [E(X)]) 
= E(X’) —2 [E(X)]* + [E(X)]° = E(X’) — LEK) F? 


9.2.2 几 种 常见 随机 变量 的 期 望 和 方差 


a) (0-1) 分 布 : ECX)=p.D(X)=p(1—p), 
(2) 二 项 分 布 : É Xba, p) MJ EC X)=np.D(X)=np(1—p), 
G) 泊 松 分 布 : 设 X— xQ). W E(X)=4,D(X)==4。 


十 


2 
(4) 均匀 分 布 : 设 X~U Cab) , WJ E=, pwe . 


a < 
(5) 指数 分 布 : 设 X 的 概率 密度 函数 为 / (zx) 二 10" 
0 Xx<0 


+ 


D(X)=0@, 
(6) 正 态 分 布 : Ë X 一 NGC:o), 则 E(X) =u,D(X)=o°, 


>0 
,; 则 E(X) = 0, 
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例 9-2-1 Ü X~U (a,b), R E(X).D(X). 
1 
<x<b 
解 r=] š 
0 其 他 
EW =| fe =| ;Ed = te 


2 2 E3 (&— a) 
D(X) = E(X*)—E* (X) [= gat 2 T2 


fJ 9-2-2 设 随 机 变量 X 服从 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 
b == [7 z > 0 
0 z=<0 

其 中 ,0>0, 求 ECX) ,DCX) 。 


+0 ' +20 I: 
解 Foo = [° zrcodz= | ze de 


z oo + 工 
=—=e* |Z +| e*dr = 0 


0 


+ += l-z 
E(X’) = | x’ f(x)dx = | ged 
= 0 
z PeR 十 co 十 
xet |z t f 2x De dr = 2@ 


DX) = @ 
9.2.3 方差 的 性 质 


利用 方差 的 定义 和 期 望 的 性 质 , 可 推出 方差 的 如 下 几 个 性 质 。 
性 质 9-2-1 i C 是 常数 , MJ D(C)==0。 
性 质 9-2-2 若 C 是 常数 , 则 D(CX)==C*D(X)。 
性 质 9-2-3 设 X 与 了 是 两 个 随机 变量 , 则 DCX+Y)=DCX) 十 DCY) 十 2{[X 一 
E(X)][Y—ECY)]); # X 与 Y 相 互 独立 , 则 D(X 十 Y)=D(X) 十 D(Y)。 
下 面 证 明 性 质 9-2-3。 
* 证 明 D(X 十 Y) = E([(X+Y)—E(X+Y)]) 
= E([(X—E(X)) + (Y — E(Y))1) 
=E([X—_ E(X) }+ ELY EQ.) 
+2E{[X— E(X) ]LY — E(Y)]} 
= D(X) + D(Y) +2E([X — E(X3 ILY — EY) ]} 


Hh, 
2E([X — E(X) ]LY — E(Y)]}= 2ELXY — XE (Y) —YE (X) + E(X)E(Y)] 
2[E(XY) — EC(X)E(Y) — ECY)E(X) +E(WEY)] 
= 2[E(XY) — E(X)E(Y)] 
若 和 与 了 相互 独立 , 由 数学 期 望 的 性 质 9-2-4 得 
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2E{[X—E(X)J[Y—E(Y)]} = 0 
于 是 D(X +Y) = D(X) +D(Y) 
证 毕 。 
此 性 质 可 以 推广 到 有 限 多 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 情况 。 
“ 例 9-2-3 设 XX~pln,p), 求 EC(X),D(X)。 
解 h Xb p) AA X RER n 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 且 每 次 试验 
1 (第 i 次 试验 A 发 生 ) n 
G=1,2,), W X = >; Xi 是 n 次 斌 
0 (第 i 次 试验 A 不 发 生 ) im 
验 中 A 发 生 的 次 数 , 且 Xi 一 (0 一 1) 。 
E(X) = p,D(X) = pA- p) G = 1,2.---) 
由 于 XX ,Xs,…,X, 相互 独立 ,所 以 


中 P(A)=p。 ë X,= 


EX) = > E(X) = np 
i=1 


D(X) = >) D(X) = np(1— p) 
i=] 
“ 例 9-2-4 已 知 X~N(0,1), 求 ECX) 和 D(CX)。 


解 X 的 概率 密度 为 
plz) == C se < x <+) 


+ 1 = _2 
Ecx) = | codz= f re r dr 一 一 e 
a X IT JI Li LZ Z= 
DX) W: BONY yt yas = E Wa 
= a= x)dx = a'e Tdr 
h P 二 


1 Y -A ia 1 
we z 

V2n 
B X~N(0,1), Ke E(X)=0,D(X)=1, 


# X~N lp), W Z=Ž E-NO, 1) ,E(Z)=0,D(2)=1, 


因为 X=0Z+ y, Hi Ek E AD 2 h FE G 
E(X) = E(oZ +p) = E (Z) +E) = p 
D(X) = D(aZ +p) = e D(Z) + Dl) = a° 
故 X~N(pso), 有 E(X)=j,D(X)=0?。 
这 就 是 说 , 正 态 分 布 的 概率 密度 中 的 两 个 参数 a 和 o? 分 别 是 该 分 布 的 数学 期 望 和 方 
差 , 因而 正 态 分 布 完 全 可 以 由 它 的 数学 期 望 和 方差 所 确定 。 
E X~ N (wisi) (i 二 1,2,…,n) 且 它们 相互 独立 , 则 它们 的 线性 组 合 C, X, + 
Ca Xa He +C, X, (Ci Cs ,…,C, 是 不 全 为 0 的 常数 ) 仍 然 服 从 正 态 分 布 。 
例如 , 若 X~N(1,3),Y 一 N(2,4) ,上 且 X 与 了 相互 独立 , 则 Z=2X—3Y 也 服从 正 态 
hti, H ECZ) =—4,D(Z)=48, Nik Z~N( 一 4,48)。 
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“ 例 9-2-5 设 活 塞 的 直径 (以 cm TD X— N (22. 40,0.032) ,气缸 的 直径 YY 一 N(22. 50, 
0.04), X 和 普 相 互 独立 。 任 取 一 只 活塞 , 任 取 一 只 气缸 , 求 活塞 能 装 人 气缸 的 概率 。 

解 ”本 题 须 求 PCX<Y) , 即 PCX 一 Y 一 0) 。 
由 于 X 一 Y 一 N( 一 0. 10,0.0025) , 故 有 

P(X<Y)= P(X—Y<0 

- |ë WD —€ 0: 165. 0—( ais 
V0. 0025 V0.0025 
0.10 


o (8)]= ®(2) = 0. 9772 


习题 9-2 


1. 一 台 设备 由 三 大 部 件 构成 ,在 设备 运转 过 程 中 各 部 件 需 要 调整 的 概率 分 别 为 0. 1， 
0.2,0.3。 假 设 各 部 件 的 状态 相互 独立 ,以 X 表示 同时 需要 调整 的 部 件数 , 求 X 的 数学 期 
望 和 方差 。 

2. 已 知 随机 变量 X 服 从 二 项 分 布 且 E(X) 二 8,D(X) 二 1.6, 求 该 二 项 分 布 的 参数 。 

3. 已 知 随机 变量 X 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 且 EL[(X 一 1)(X 一 2)] 二 1, 求 4。 


A. 设 随机 变量 x~o(9,4) Y= Na,,x 与 Y 相互 独立 。 设 Z=2X 十 3Y, 求 的 


3 
数学 期 望 和 方差 。 

5. 设 长 方形 的 长 X 服从 区 间 (0,2) 上 的 均匀 分 布 ,已 知 长 方形 的 周 长 为 20m, 求 长 
方形 面积 的 数学 期 望 和 方差 。 

6. 国际 市 场 上 每 年 对 我 国 某 种 出 口 商品 的 需求 量 是 随机 变量 X( 单 位 : 吨 ),X 服从 
(2000,4000) 上 的 均匀 分 布 。 设 每 售 出 这 种 商品 1 吨 , 可 获得 外 汇 3 万 元 ; 但 若 销售 不 出 
而 圈 积 于 仓库 , 则 每 1 吨 需 保养 费 1 万 元 。 问 : 需 组 织 多 少 货源 ,才能 使 平均 收益 达到 
最 大 ? 


9.3 随机 变量 的 其 他 数字 特征 


对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) ,除了 要 讨论 X 与 了 的 数学 期 望 和 方差 以 外 ,还 要 讨论 描 
述 X 与 了 之 间 关 系 的 数字 特征 ,这 就 是 本 节 要 讨论 的 协 方差 与 相关 系数 以 及 随机 变量 的 
和 矩 等 数字 特征 。 


9.3.4 PJA 


定义 9-3-1 设 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 , 若 E{LX 一 ECX)][Y 一 ECGY)]} 存 在 , 则 称 其 
为 随机 变量 X 与 的 协 方差 , 记 作 Cov(X,Y) , 即 
Cov( X,Y) = E{[X — E(X)][Y — E(Y)]} 
根据 数学 期 望 的 性 质 ,可 以 推出 协 方差 的 一 些 性 质 。 
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(1) Cov(X,Y)=Cov(Y,X); 

(2) 对 于 任意 常数 a,b, 4 CovlaX.bY)=abCov( X,Y); 

(3) Cov(Xı +X; ,Y)=Cov(Xi Y) +Cov(X2.Y); 

(4) Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)EC(Y),4 X 5 Y 独立 时 ,Cov(X,Y) 二 0。 特 别 地 ， 
有 Cov(X,X)=E(X’)—E(X)’=D(X). 

协 方差 的 大 小 在 一 定 程度 上 反映 了 随机 变量 X 和 了 之 间 的 关系 ,但 其 本 身受 到 
度量 单位 的 影响 ,给 计算 带 来 一 定 的 麻烦 ,为 了 避免 这 种 现象 ,引入 相关 系数 的 


Cov(X,Y) 
X 9-3- ¿i dA 恋 
定义 9-3-2 若 D(X)>0,D(Y)>0, WFK pxy 为 随机 变量 X # Y 


的 相关 系数 。 相 关系 数 具 有 以 下 性 质 ， 
G) los |<1; 
(2) |pxy =1 的 充 要 条 件 是 ,存在 常数 a,b 使 P(Y==aX 十 5b) 二 1。 
若 ov 一 0, 则 称 X,Y 不 相关 。 
例 9-3-1 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 如 下 : 


y —_1 0 1 p 
x 
一 1 0 十 0 2 
° * ° T z 
1 0 + 0 + 
wi £ a a 
验证 XX 和 YY 不 相关 ,但 XX 和 YY 不 是 相互 独立 的 。 


# ”经 计算 得 到 EC X) =0,E(Y)=0,E(XY)=0, 70 A oy = 0, ñk X #l Y + 
相关 。 


H#T P(X=1,Y=1)=0Z#P(X=1)P(Y=1) E i X MY 不 是 相互 独立 的 。 


9.3.3 4E 


EN 9-3-3 设 久 是 随机 变量 ,车 EE(X*)(k 二 1,2,…) 存 在 , 称 它 为 X 的 k RAAE, 
简称 大 阶 矩 。 若 E{LX 一 ECX)]} (k= 二 2,3,…) 存 在 , 称 它 为 X 的 k Brrh it E 

可 见 , 均 值 E(X) 是 XX 的 一 阶 原 点 矩 ,方差 DCX) 是 X 的 二 阶 中 心 矩 。 

定义 9-3-4 设 XX 和 YY 是 随机 变量 ,车 E(X*Y') (k,l 二 1,2,…) 存 在 , 称 它 为 XX 和 
并 的 & 十 ! 阶 混合 (原点 ) 矩 。 
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若 E([X 一 E(X)][Y 一 E(Y)]) 存 在 , 称 它 为 X 和 YY HJ k +I 阶 混合 中 心 矩 。 
可 见 , 协 方差 Cov(X,Y) 是 X AY 的 二 阶 混合 中 心 矩 。 


9.3.4 分 位 数 


EX 9-3-5 设 有 随机 变量 X 和 常数 (0 二 一 1) ,如 果 >, 使 得 
P(X> =,) =a 
WER >, 为 概率 a 的 上 a 分 位 数 , 简 称 分 位 数 。 
Ë X~N(C0,1) , 若 z, 满足 条 件 
P(X>%)=a (0<a<1) 
则 称 点 z, 为 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 数 , 如 图 9-3-1 所 示 。 下 面 
列 出 了 几 个 常用 的 z, 的 值 。 


a | 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 
Za | 3.090 2.576 2. 326 1.960 1.645 1.282 


由 标准 正 态 分 布 密度 函数 图 形 的 对 称 性 可 知 : 21- 二 一 z,。 
9.4 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 


9.4.1 大 数 定律 


尽管 随机 事件 A 在 一 次 试验 中 可 能 出 现 也 可 能 不 出 现 , 但 在 大 量 的 试验 中 则 呈现 出 
明显 的 统计 规律 性 一 一 频率 的 稳定 性 。 频 率 是 概率 的 反映 , 随 着 观测 次 数 的 增加 ,频率 
将 会 逐渐 稳定 到 概率 。 这 里 说 的 “频率 逐渐 稳定 于 概率 ”实质 上 是 频率 依 某 种 收敛 意义 趋 
于 概率 ,这 个 稳定 性 就 是 “大 数 定律 研究 的 客观 背景 。 

定理 9-4-1( 切 比 雪夫 不 等 式 ) ” 设 随 机 变量 X 的 数学 期 望 E(X) 与 方差 D(X) 均 存 
在 , 则 对 任意 的 :二 0, 有 


P(| X— ECX) I> < P 


或 等 价 地 有 


Et A BE] 


eou (9-4-1) 
E 


切 比 雪夫 不 等 式 给 出 了 在 随机 变量 X 的 分 布 未 知 的 情况 下 ,对 事件 {|X 一 E(X) | >e) R 
{1X 一 E(X)| 二 e} 概 率 的 一 种 估计 ,具有 重要 的 理论 意义 。 
定律 9-4-1( 辛 钦 大 数 定律 ) 设 X, ,X,.… 是 一 系列 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 且 数 学 
期 望 与 方差 均 存在 : 
GND =D = = 1,255 
则 对 任意 的 二 0, 有 
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辛 钦 大 数 定律 表明 , 当 充 分 大 时 ,随机 变量 在 nn 次 观察 中 的 算术 平均 值 接近 于 
它 的 数学 期 望 。 辛 钦 大 数 定律 为 寻找 随机 变量 的 数学 期 望 提供 了 一 个 切实 可 行 的 
Hs 

定律 9-4-2( 伯 努 利 大 数 定律 ) 设 /4 是 nn BAZARE h R A 出 现 的 次 数 ,又 
A 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 为 训 (0 过 六 二 1), 则 对 任意 的 s>0, 有 
imp( |4 fa -p|<€) =i (9-4-3) 

伯 努 利 大 数 定律 从 理论 上 阐述 了 频率 的 稳定 性 : "4 充分 大 时 ,事件 A 出 现 的 频率 
与 事件 发 生 的 概率 p 的 偏差 小 于 s ,实际 上 非常 接近 必定 发 生 。 伯 努 利 大 数 定律 为 用 


频率 估计 概率 { 5 -全 ie 了 理论 依据 。 


9.4.2 中 心 极限 定理 


在 实际 问题 中 ,许多 随机 变量 是 由 相互 独立 的 随机 因素 的 综合 影响 形成 的 。 例 如 ， 
弹射 击 的 落 点 与 目标 的 偏差 ,就 受 许多 随机 因素 (如 眶 准 、` 空 气 阻力 ,炮弹 或 炮 身 结构 等 
的 综合 影响 。 每 个 随机 因素 对 弹 着 点 所 起 的 作用 都 很 小 。 ve 
正 态 分 布 。 这 种 现象 就 是 中 心 极限 定理 的 客观 背景 。 

定理 9-4-2( 独 立 同 分 布下 的 中 心 极 限定 理 ) 设 随 机 变量 Xi s Xo otto Xa o te AE E A 
立 , 服 从 同一 分 布 , 且 具 有 数学 期 望 和 方差 

E(X) =p, D(Xi)=0>0 (k=1,2,.) 


则 随机 变量 之 和 》 X, 的 标准 化 变量 


=+ (9-4-4) 


的 分 布 函数 Fp, COR TAER > WE 


oxn 27 


liitt = lim P 2 i 1 id= D) 
imF,(x) = lim i=1 . | 一 e zdi = A = 
xë = <= R 


该 定理 表明 ,均值 为 p ÉA > 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 >x, 及 其 标准 
化 变量 , 当 交 充分 大 时 ,有 


pp Es N (n,no’) 
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DXi — n 
J -2 (9-4-5) 
vno 
式 (9-4-5) 可 写 为 
T on AE SSS SY 0 qi (9-4-6) 
o/ Mn 


定理 9-4-3( 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 )” 设 随机 变量 X, (2z 一 1,2,…) 服 从 参数 为 w， 

p(0 二 pp 三 1) 的 二 项 分 布 , 则 对 任意 xz, 有 
š Xnp < )- P é ¿E= 
mp 二 <= ë = dt Plr) 

中 心 极限 定理 表明 ,随机 变量 X 无 论 服 从 什么 分 布 ,在 一 般 条 件 下 , 当 独 立 随机 变 
量 的 个 数 不 断 增加 时 ,其 和 Dx 的 分 布 趋 于 正 态 分布 可 以 用 正 态 分布 来 对 >) X 作 理 
论 研究 或 实际 计算 。 

例 9-4-1 计算 器 在 进行 加 法 计算 时 , 先 对 每 个 加 数 四 舍 五 人 取 整 。 设 所 有 的 取 整 误 
差 是 相互 独立 的 , 且 在 (一 0.5,0.5) 上 服从 均匀 分 布 。 现 将 1200 个 数 相 加 , 求 总 误差 的 绝 
对 值 不 大 于 14 的 概率 。 

解 ” 设 这 些 数 的 四 舍 五 人 取 整 误差 分 别 是 Xi s Xo ,…',Xio ,它们 是 相互 独立 的 且 均 
服从 (一 0.5,0.5) 上 的 均匀 分 布 ,有 


EGQXO=0, DX) => (k=1,2,…,1200) 
总 误差 为 
1200 近似 地 1 
X= >x, m N(0.1200x —> ) 
则 


14 = 1⁄4 
<14) =PC-11< X< 14) = 
P(| X |< 14) =P(—14 x 14) of 1200/12 J of 1200/12 ) 


=2@(1. 4) — 1 ~ 0. 8384 

例 9-4-2 ”一 冷饮 店 有 3 种 雪糕 出 售 ,由 于 售 出 哪 一 种 雪糕 是 随机 的 ,因而 售 出 一 只 
雪糕 的 价格 是 一 个 随机 变量 , 它 取 1 元 ,1.2 元、1.5 元 各 个 值 的 概率 分 别 为 0.3,0. 2， 
0.5。 若 某 日 售 出 300 只 雪糕 , 求 : 

(1) 收入 至 少 400 元 的 概率 ; 

(2) 售 出 价格 为 1. 2 元 的 雪糕 多 于 60 只 的 概率 。 

解 ” 设 第 i 只 雪糕 的 价格 为 X;(i 二 1,2,…,300), 则 X, 的 分 布 律 如 下 : 


x | i i — 3.5 
m | 03 o2 05 


由 此 得 
E(X) =1X0.3+1.2X0.2+1.5X0.5 = 1.29 
E(X;) 一 卫 X0.3 十 1.22 X 0.241.5% X0.5 = 1.713 
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D(X = E(X?) 一 [ECX;)]? = 0. 0489 
(1) 当天 的 总 收入 为 


wo 
X= >x, EE NC300 X 1. 29,300 X 0. 0489) 
i=] 


则 总 收入 至 少 为 400 元 的 概率 为 
400 — 300 X 1. 29 
P(X > 400) =1 — P(X < 400) ~ 0 3J 
V300 X 0. 0489 
=1— @(3.39) = 0. 0003 
(2) 以 Y 表示 300 只 雪糕 中 售 价 为 1. 2 元 的 雪糕 的 只 数 ,于 是 
y ## 6(300,0.2)， EY) = 300X0.2， D(Y) = 300X0.2X0.8 
60 — 300 X 0. 2 
(Y> 60) =1—P(Y <60) =1—e@| ——— 
ys k ka af a 


=1—00) = 0.5 
习题 9-4 


1. 根据 以 往 的 经 验 , 某 种 电器 元 件 的 寿命 服从 均值 为 100 小 时 的 指数 分 布 。 现 随机 
取 16 只 , 设 它们 的 寿命 是 相互 独立 的 , 求 这 16 只 元 件 寿 命 的 总 和 大 于 1920 小 时 的 概率 。 
2. 一 加 法 器 同时 收 到 20 个 噪声 电压 X;(i 二 1,2,… ,20)。 设 它们 是 相互 独立 的 随机 


变量 , 且 都 服从 C0,10) 的 均匀 分 布 , 记 和 = > Xi, 求 PCX>105)。 
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数理 统计 


数理 统计 是 具有 广泛 应 用 的 一 个 数学 分 支 , 它 是 以 概率 论 为 基础 ,研究 如 何以 有 效 的 
方式 收集 、 整 理 和 分 析 带 有 随机 性 的 数据 ,从 而 对 所 考察 的 问题 做 出 正确 的 判断 和 预测 ; 
研究 如 何以 局 部 的 观测 结果 去 推断 整体 的 分 布 规律 , 即 统计 推断 。 统 计 推断 是 数理 统计 
学 理论 的 主要 部 分 , 它 对 于 统计 实践 有 指导 性 的 作用 。 统 计 推断 的 内 容 大 致 可 以 分 为 两 
个 方面 : 参数 估计 与 统计 假设 检验 。 

本 章 介绍 数理 统计 的 基本 概念 ,重点 研究 参数 估计 和 假设 检验 问题 。 


10.1 基本 概念 


在 实际 工作 中 常常 会 遇 到 这 样 一 些 问 题 ,如 通过 对 部 分 产品 进行 测试 来 研究 一 批 产 
品 的 寿命 ,讨论 这 批 产品 的 平均 寿命 是 否 小 于 某 数 值 ;又 如 通过 对 某 地 区 一 部 分 人 的 测 
量 , 了 解 该 地 区 的 全 体 男性 成 人 的 身高 及 体重 的 分 布 情况 等 。 解 决 这 类 问题 采用 随机 抽 
样 法 。 这 种 方法 的 基本 思想 是 ,从 研究 对 象 的 全 体 中 抽取 一 小 部 分 进行 观察 和 讨论 ,从 而 
对 整体 进行 推断 。 


10.1.1 总 体 与 样本 


在 数理 统计 学 中 ,研究 对 象 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 总 体 ,而 组 成 总 体 的 每 个 基本 元 
素 称 为 个 体 。 总 体 中 所 包含 的 个 体 的 个 数 称 为 总 体 的 容量 。 容 量 为 有 限 的 总 体 称 为 有 限 
总 体 , 容 量 为 无 限 的 总 体 称 为 无 限 总 体 。 

在 数理 统计 中 ,人 们 关心 的 是 总 体 中 的 个 体 的 某 项 指标 (如 人 的 身高 .灯泡 的 寿命 , 汽 
车 的 耗 油 量 等 ), 由 于 每 个 个 体 的 出 现 是 随机 的 ,所 以 相应 的 数量 指标 的 出 现 也 带 有 随机 
性 ,从 而 可 以 把 这 种 数量 指标 看 作 一 个 随机 变量 X, 随 机 变量 X 的 分 布 就 是 该 数量 指标 
在 总 体 中 的 分 布 。 这 样 ,总 体 就 可 以 用 一 个 随机 变量 及 其 分 布 来 描述 。 因 此 在 理论 上 可 
以 把 总 体 与 概率 分 布 等 同 起 来 。 

例如 ,研究 某 批 灯泡 的 寿命 时 ,关心 的 数量 指标 是 寿命 ,那么 ,这 批 灯 泡 的 寿命 的 全 体 


194 


大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 


L 


就 是 总 体 ,而 其 中 每 个 灯泡 的 寿命 就 是 个 体 。 此 总 体 可 以 用 随机 变量 X 表示 ,或 用 其 分 
布 函数 F(z) 表示 。 

类 似 地 ,在 研究 某 地 区 中 学 生 的 营养 状况 时 , 若 关心 的 数量 指标 是 身高 和 体重 ,用 
X 和 了 分 别 表示 身高 和 体重 ,那么 此 总 体 就 可 用 二 维 随 机 变量 (X,Y) 或 其 联合 分 布 函 数 
F(x,y) 来 表示 。 

总 体 分 布 一 般 是 未 知 ,或 只 知道 是 包含 未 知 参数 的 分 布 。 为 推断 总 体 分 布 及 各 种 特 
征 , 按 一 定 规则 从 总 体 中 抽取 若干 个 体 进行 观察 试验 ,以 获得 有 关 总 体 的 信息 ,这 一 抽取 
过 程 称 为 抽样 ,所 抽取 的 部 分 个 体 称 为 样本 ,样本 中 所 包含 的 个 体 数目 称 为 样本 容量 。 

从 总 体 中 抽取 一 个 个 体 ,就 是 对 总 体 X 进行 一 次 观察 并 记录 其 结果 。 对 总 体 X 在 相 
同 条 件 下 ,进行 n 次 重复 、 独 立 观察 ,其 结果 依次 记 为 Xi ,X;,…,X, ,这 样 得 到 的 随机 变 
量 Xi Xoo Xa 称 为 来 自 总 体 X 的 一 个 简单 随机 样本 ,与 总 体 随机 变量 具有 相同 的 分 
布 ,n 即 是 这 个 样本 的 容量 。 

一 旦 取 定 一 组 样本 Xi ,Xs ,…,X, ,就 得 到 了 nn 个 具体 的 数 (zi stet oTa) RARER 
的 一 次 观察 值 ,简称 样本 值 。 

例如 ,在 研究 灯泡 的 寿命 中 ,对 任意 抽取 的 100 个 灯泡 进行 寿命 测试 ,测试 结果 分 别 
为 Lasag attt ,Tio0， 这 些 常 数 称 为 样本 Xi Xa ,…',Xio 的 样本 值 。 

事实 上 ,样本 值 是 观察 或 测量 到 的 具体 的 数据 ,也 是 推断 总 体 的 依据 和 出 发 点 ,而 样 
本 是 联系 二 者 的 桥梁 ,统计 是 从 手中 已 有 的 资料 一 一 样本 值 去 推断 总 体 的 情况 一 一 总 体 
分 布 F(x) 的 性 质 。 


10.1.2 统计 量 


由 样本 值 去 推断 总 体 情况 ,需要 对 样本 值 进 行 “ 加 工 ”, 这 就 要 构造 一 些 样本 的 函数 ， 
它 把 样本 中 所 含 的 某 一 方面 的 信息 集中 起 来 。 这 种 不 含 任何 未 知 参 数 的 样本 的 函数 称 为 
统计 量 。 它 是 完全 由 样本 决定 的 量 。 

设 Xi ,X,,…,X, 是 来 自 总 体 的 一 个 样本 ,g(CX ,X: ,…,X,) 是 Xi X200 Xn 的 函 
数 , 若 g 中 不 含 未 知 参 数 , 则 g(X ,X: ,…，,X,) 是 一 个 统计 量 。 

设 XXe, X, 是 来 自 总 体 的 一 个 样本 ,zi,zz,…,zw 是 一 个 样本 的 观察 值 , 则 
ECs T) BÆRE g(X,Xs:,…，,X,) 的 观察 值 。 

下 面 介 绍 在 数量 统计 中 几 个 常见 的 统计 量 。 


(1) 样本 平均 值 : X - 1 x 
i=1 


> R = 二 9 = 
(2) 样本 方差 : S? T 22; XF a (225: nX’); 


L por- Dh 


Wr— E= 


(3) 样本 标准 差 : S= 


C) PEK e MURA: A = L YX Ck 一 1,2.……)， 
(5) FER k 阶 中 心 矩 : 
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B, = LY X- G =1,2,--.); 
它们 的 观察 值 分 别 为 
二 下， ps 
= = Zr 


(2) ë HD, z: L (Xr — nz); 
n—i i=1 
1 Siers 
i=l 


"= 


(3) s= 


Gy a, = Lya = 
一 1 


G) = — 2 (k=1,2,), 
i=l 


这 些 观察 值 仍 分 别称 为 样本 均值 样本 方差 ,样本 标准 差 .样本 k RAE EE k 阶 
中 心 矩 。 


10.1.3 统计 三 大 分 布 


由 于 样本 Xi. X... X, 为 随机 变量 ,而 统计 量 g (Xi ,XX,,…,X, ) 为 样本 的 函数 , 因 
此 统计 量 也 是 随机 变量 ,一 般 来 说 , 它 应 有 概率 分 布 ,统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 。 下 面 
介绍 几 种 常用 的 抽样 分 布 。 


1. X? 分 布 

分布 是 由 正 态 分布 派 生出 来 的 一 种 分 布 。 

定义 10-1-1 设 Xi ,X,，,…,X, 相 互 独立 ,都 服从 正 态 分 布 N(0,1), 则 称 随机 变量 

X = Xi + X: + --- + X: 
所 服从 的 分 布 为 自由 度 为 n 的 * 分 布 . 记 作 X — X (n)。 其 概率 密度 函数 如 图 10-1-1 所 
示 , 有 
E j=#; = 

对 于 给 定 的 正 数 a0 <a <1) , 称 满 足 条 件 P{X DSE O) = 
a 的 点 ie (n) XO) E a 分 位 点 ,如 图 10-1-1 所 示 。 

入 分 布 的 上 a 分 位 点 礁 (z) 可 查 表 ( 见 附录 BR 
得 。 例 如 ,Xi:(19) 王 27. 203。 


2. t 分布 
定义 10-1-2 设 X— N(0.1),Y—2 (n), H X 与 了 相互 独立 , 则 称 变量 :一 


X 所 服从 的 分 布 为 自由 度 为 于 的 上 分 布 , 记 作 一 !(z)。 其 概率 密度 函数 如 
VY/n 


图 10-1-2 所 示 。 


196 


大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 


要 


对 于 给 定 的 a(0<a<1) RERNE Piri, (1)} =a 
的 点 to。 (n) H ((n) F dB i) E a 分 位 点 ,如 图 10-1-2 
所 示 。 
1 分 布 的 上 a 分 位 点 具有 如 下 性 质 : 
tize(n) =— ta(n) 
1 分 布 的 上 a 分 位 点 1。(n) 可 查 表 ( 见 附 录 A) 求 得 。 例 
Ai storos (15)=2.1315, 


3. F ## 


定义 10-1-3 ÜËU—X' GO ).V—2 (m) U 与 V 相互 独立 , 则 称 随 机 变量 F= = 
服从 自由 度 为 w K n, 的 下 分 布 . 记 作 下 一 Fn ma ) 。 
设 Xi ,XX,，,…,X, HK ÁH ERÄ N (u ) 的 一 个 样本 ,X,S: 分 别 是 样本 均值 和 样 
本 方差 , 则 有 
az= NOD 
s." 


X 


(2) T= “Op I 


n 


5 2 i 
(3) y= LPE E a); 


其 中 ,i(n 一 1) 表 示 自 由 度 为 n 一 1 het a DRR A IH BES 2 一 1 JX ri , 


10.2 参数 估计 


在 参数 估计 中 ,总 假定 总 体 具 有 已 知 的 分 布 形式 ,未 知 的 仅仅 是 若干 参数 而 已 。 参 数 
估计 间 题 就 是 利用 对 总 体 的 抽样 得 到 的 信息 来 估计 总 体 的 某 些 参数 或 者 参数 的 某 个 函 
数 ,从 而 估计 总 体 的 分 布 。 

参数 估计 问题 的 一 般 提 法 是 : 设 有 一 个 统计 总 体 义 , 总 体 的 分 布 函数 为 F(x) 二 
F(z,0) ,其 中 0 为 未 知 参 数 (0 可 以 是 向 量 ) 。 现 从 该 总 体 X 抽样 ,得 样本 X... X... X, 
要 依据 该 样本 对 参数 0 的 值 做 出 估计 (或 估计 0 的 某 个 已 知 函 数 g (0)) ,这 类 问题 称 为 参 
数 估计 。 

参数 估计 有 两 种 基本 形式 : 点 估计 和 区 间 估 计 。 


10.2.1 点 估计 


设 0 为 总 体 X 的 待 估 参 数 , X i. X... X, 为 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,如 能 确定 该 样 
本 的 一 个 统计 量 0 一 OCX ,Xs ,…,X,) 来 估计 参数 0, 则 称 该 统计 量 0 为 参数 0 的 估计 量 。 
从 而 可 用 该 估计 量 的 观察 值 gzi ,zz ,…',zs) 作 为 参数 0 的 估计 值 。 
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V 
下 面 介绍 点 估计 中 常用 的 两 种 方法 : 矩 估 计 法 和 最 大 似 然 估计 法 。 
1. 矩 估 计 法 


矩 估计 法 就 是 利用 样本 各 阶 原点 矩 与 相应 的 总 体 矩 来 建立 估计 量 应 满足 的 方程 ,从 
而 求 出 未 知 参 数 估计 量 的 方法 。 

设 总 体 X 的 分 布 函 数 (z) 中 共 含有 m 个 未 知 参数 0, ,0,,… ,0, , 则 其 分 布 函 数 可 以 
表示 成 F(z;01 ,0 ,…,0,)。 的 m 阶 原点 矩 pa ja tsa 也 是 这 mm 个 参数 0 0，…， 
0,, 的 函数 , 记 作 

pa = pa lO ,0, ,0n) 
pz = palh 0 sOn) 


Pm = Hm 01 30230 30n) 
th F PEZ KE MAER I k F AEE 00 AAE , PEA Hi ñi) £ 2 PR 8 K AE R SF HIDS G E ftJ 
连续 函数 ,因此 在 上 式 中 分 别 以 样本 和 矩 A ,As ,…,Aw 代替 相应 的 总 体 矩 和 ,je ，*… ,yon， 
从 而 得 到 方程 组 

A, = n (0, ,0,,*% ,0,) 

Az = p (0, ,0,,*% ,0 ) 


An = pan (0,.,0, ,°° ,0%) 
在 上 述 方程 组 中 解 出 0..0,.---..0,.BJ O, =0 CA; sAr stts An) :二 (Ai, Ass An) 
0 一 六 (Ai ,As，… An ) 就 分 别 是 0, ,90,,…,0, 的 估计 量 , 称 为 0. ,0 ,…,b。 的 矩 估 计量 。 
例 10-2-1 设 总 体 X 在 [a, 妇 上 服从 均匀 分 布 ,a 泌 未知, 求 a,6 的 矩 估 计量 。 


解 hF a =E= 


= 2 2 
I = E(X?) = D(X) +[E(X)3 = m i. 


即 
a+b = 2m 
b—a = V12(e — 4) 
解 方程 组 得 
a = m — Vp — å)» 08 王 让 十 V3(Ce — på) 
分 别 以 A, sA: 代替 Pa sp ,得 到 a,b 的 矩 估 计量 : 


â = A — VA APD = X EDNO Xx: 
a i 

和 
n i= 
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到 
例 10-2-2 设 总 体 XX 的 概率 密度 为 
oop (0D 0<z<1l 
f(z3;0) = l ge 
其 中 ,0(0> 一 1) 为 待 估 参 数 。 求 0 的 矩 估 计量 。 
解 jp = ECX) fizo HDa’de = LHL 
以 一 阶 样本 和 矩 A =X 代替 上 式 中 的 一 阶 总 体 矩 yi ,得 方程 
A = 9+1 
:二 6 十 2 


解 该 方程 得 到 0 的 矩 估 计量 为 


-= 
Ai—1 Xx—1 


例 10-2-3 设 总 体 X 的 均值 j 和 方差 c:(c>0) 都 存在 ,wo RA X,.X,,... 


KAX 的 样本 , 求 we 的 矩 估计 量 。 
解 由 
m SEX) = # 
p =E) = E* (X) + D(X) = ,2 + o° 
解 得 
u= = M 
分 别 以 A, ,As 代替 pu ,ps ,于 是 wo: 的 估计 量 为 
ah- 


#=A A= TD XI Xt Xx) 
i=1 mL 


2. 最 大 似 然 估计 法 


,X, 是 


最 大 似 然 估 计 法 就 是 当 用 样本 的 函数 值 估计 总 体 参数 时 ,应 使 当 参 数 取 这 些 值 时 所 


观测 到 的 样本 出 现 的 概率 为 最 大 。 


W X. X... X, 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,样本 的 概率 密度 ( 若 X 为 离散 型 则 用 分 


布 律 代替 ) 为 FCzi,z,…,zs30) ,其 中 0 为 未 知 参数 。 定 义 似 然 函 数 为 
L(0) = fay sz z 40) = Trent 
i=1 
其 中 ,zivzz，…zw 是 样本 的 观察 值 。 


最 大 似 然 估 计 法 就 是 用 使 L(0) 达 到 最 大 值 的 0 去 估计 0, 称 gz ,…,z) 为 0 的 最 大 


似 然 估 计 值 ,而 相应 的 统计 量 OCX ,…,X, ) 称 为 0 的 最 大 似 然 估 计量 。 


这 样 ,确定 最 大 似 然 估 计量 的 问题 就 归结 为 微分 学 中 的 求 最 大 值 的 问题 。 由 于 lnz 
是 xz 的 增 函 数 ,因此 InL(0) 与 (9) 在 0 的 同一 值 处 达到 它 的 最 大 值 。 假 定 0 是 一 实数 ， 


H. InL(9) 是 0 的 一 个 可 微 函数 ,可 以 通过 求解 对 数 似 然 方 程 


dlnL (0) 


" m” 
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得 到 0 的 最 大 似 然 估计 量 。 
车 为 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 P(X=z;) 二 p(xzi,0) (i 二 1,2,…), 其 中 0 为 未 知 


参数 , 则 其 似 然 函 数 为 
L(0) = Friyzz，w… z, 0) = okot 
i= 


其 他 求解 步骤 相同 。 
例 10-2-4 i Xi, X25 Xn 为 总 体 X 的 一 个 样本 ,X 的 概率 密度 函数 为 
be zr 宇 0 


(z) = 
fia ” z<0 


其 中 ,0 是 未 知 参 数 , 试 求 参数 0 的 最 大 似 然 估计 量 。 


解 ” 写 出 似 然 函 数 : 
LO = [[ f0 = [0 = 0"e 25 
i=1 i=l 


取 对 数 得 
InL.(0) = mln0 一 0 X z; 


Sa = 0, 解 得 


n 


A dlnL (0) n 
< FT 0, BJ r 


0 的 最 大 似 然 估计 量 为 


SX 
例 10-2-5 X: X... X, ERA IK X—b(1,.p 00 — 4 FEA , 求 参 数 p 的 最 大 似 


然 估 计量 。 


解 X 的 分 布 律 为 
p(X = x) = p'(1—p)> (z=0,1) 
其 似 然 函数 为 
Lep) = Tp 一 pra = pir pi 
i=l 
取 对 数 得 
lnL(p) = (Bajo Sama- 
对 p 求 导 并 令 导 数 为 0, 得 
dlnL(p) J sex... 1 < 
de ? >= IET: E Za] 0 


解 得 p 的 最 大 似 然 估计 值 为 
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p 的 最 大 似 然 估计 量 为 


10.2.2 估计 量 的 优良 性 标准 


参数 的 估计 量 是 样本 的 函数 ,也 是 一 个 随机 变量 。 由 于 样本 值 不 同 ,所 求 的 参数 
估计 值 也 未 必 相 同 。 要 确定 同一 总 体 、 同 一 参数 的 不 同 估计 量 的 优 劣 ,不 能 仅仅 根 
据 一 次 试验 的 结果 ,而 必须 由 多 次 试验 的 结果 来 衡量 。 下 面 介 绍 评价 估计 量 优良 性 
的 几 个 标准 。 

1. 无 偏 性 

估计 量 是 随机 变量 ,对 于 不 同 的 样本 值 会 得 到 不 同 的 估计 值 。 通 常 希望 估计 值 在 
未 知 参数 真 值 附近 摆动 ,而 它 的 期 望 值 等 于 未 知 参数 的 真 值 ,这 就 引出 了 无 偏 性 这 个 
标准 。 

定义 10-2-1 设 9=VX,,…,X,) 是 未 知 参数 0 的 估计 量 , 若 

E(0) 一 0 

则 0 称 为 0 的 无 偏 估计 量 。 

例 10-2-6” 设 总 体 X 服从 参数 为 0 的 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 


一 /0 n 
fa) = H # > 0 
0 zr=<0 
其 中 ,0>0 为 未 知 参数 ,Xi Xorte X, 是 取 自 总 体 的 一 个 样本 , 试 证 明 X 是 参数 0 的 无 
偏 佑 计量。 
证 明 由 于 E(X)=0 G=1,2,,n) 
有 E(X) =E(T3X)=0= E% 
i=l 
所 以 ,X 是 参数 0 的 无 偏 估计 量 。 
2. 有 效 性 


一 个 参数 往往 有 不 止 一 个 无 偏 估计 量 , 若 六 A 0, 都 是 参数 0 的 无 偏 估计 量 , 可 以 比 
较 EO 一 0): 与 E(0, —0): 的 大 小 来 决定 二 者 谁 更 优 。 由 于 D(O ) 一 E(0 —0: ,D(0,)= 
下 (0 一 0)2: ,所 以 无 偏 估 计量 以 方差 小 者 为 好 ,这 就 引入 了 有 效 性 的 概念 。 

定义 10-2-2 0, =0 (X,.-- XDA 0 =0 (X; e XO RESA 0 的 无 偏 估计 量 。 
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车 有 D(0, D< D(0,) WER 0, #2 0, 有效 。 
10.2.3 区 间 估 计 


参数 点 估计 是 用 样本 计算 得 到 的 一 个 值 去 估计 未 知 参数 。 但 是 ,点 估计 值 仅 仅 是 未 
知 参 数 的 一 个 近似 值 , 它 没有 反映 出 这 个 近似 值 的 误差 范围 ,使 用 起 来 把 握 不 大 。 例 如 ， 
用 样本 均值 往来 估计 总 体 X 的 均值 9=E(X) (假设 未 知 ) 时 ,虽然 已 经 知道 它 是 无 偏 估 
计 , 即 E(X) 二 E(X), 但 实际 要 用 XX 的 观察 值 来 代替 0 二 E(X), 其 误差 是 多 少 难以 确 
定 。 为 了 弥补 这 个 缺陷 ,引入 区 间 估 计 , 指 出 估计 值 与 参数 真 值 的 偏差 范围 。 也 就 是 说 ， 
确定 一 个 区 间 ,可 使 以 比较 高 的 可 靠 程 度 相信 它 包含 真 参数 值 。 这 里 所 说 的 “可 靠 程度 ” 
是 用 概率 来 度量 的 , 称 为 置信 度 或 置信 水 平 。 

定义 10-2-3 ” 设 总 体 的 分 布 中 含有 未 知 参 数 0 ,Xi ,Xs ,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 一 
个 样本 。 对 于 给 定 的 a(0 二 a 二 1) ,车 由 样本 Xi ,X: ,…,X, 确定 的 两 个 统计 量 0=0CX， ， 
Xost Xn) 0 =0 (X1 ,Xs，,… XD W E P(0 二 99) 二 1 一 a, 则 称 区 间 (0,0) 是 0 的 置信 
水 平 ( 置 信 度 ) 为 1 一 a 的 置信 区 间 。0 和 7 分 别称 为 置信 下 限 和 置信 上 限 。 一 般 而 言 ， 
a 要 根据 具体 情况 而 定 ,通常 取 a 为 0.1,0.05,0.01 等 。 

置信 区 间 不 同 于 一 般 的 区 间 , 它 是 一 个 随机 区 间 , 对 于 不 同 的 样本 值 会 取 到 不 同 的 区 
间 ,在 这 些 区 间 中 ,有 些 包含 了 参数 的 真 值 , 有 些 则 不 包含 。 置 信 水 平 1 一 a 表明 : 随机 区 
间 (0,5 ) 包 含 参数 真 值 的 概率 为 100(1 一 a) % ,不 包含 真 值 的 概率 约 仅 占 100a%。 例 如 ， 
当 a=0. 05 时 ,反复 抽样 100 次 , 则 在 得 到 的 100 个 区 间 中 ,包含 参数 真 值 的 区 间 约 为 95 
个 ,不 包含 的 仅仅 约 为 5 个 。 

可 见 , 对 参数 0 做 区 间 估 计 , 就 是 要 设法 找 出 两 个 只 依赖 于 样本 的 界限 (构造 统计 
量 )。 下 面 通 过 几 个 例子 介绍 正 态 总 体 期 望 与 方差 的 区 间 估 计 。 

例 10-2-7 Ü Xi ,X: ,…,X, 是 取 自 No) 的 样本 ,o: 已 知 , 求 参 数 w 的 置信 度 为 
1 一 a 的 置信 区 间 。 


解 ” 选 /的 点 估计 为 ,由 10.1 节 知识 可 知 ` 
z= X-p ~ N(0.)) e/2 &l2 
o/ xn X Z 
对 给 定 的 置信 水 平 1 一 a, 参 考 图 10-2-1, 查 正 态 分 。 e as sm g 
布 表 得 wz ,使 
rÍ < zn -PF Za < T <=] 
一 1 一 a 
从 中 解 得 


于 是 所 求 y 的 置信 区 间 为 
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L 


X — Lr X +, ) 
( /2 /2 


(+ 二 =] 
人 

从 例 10-2-7 解 题 的 过 程 可 归纳 出 求 置信 区 间 的 一 般 步 又。 

(1) 弄 清 题 意 , 明 确 待 估 参 数 和 置信 水 平 。 

(2) 寻找 参数 0 的 一 个 良好 的 点 估计 OCX e Xp) o 

(3) 寻找 一 个 待 估 参 数 0 和 估计 量 9 的 二 元 函数 g(0,0) ,上 且 其 分 布 为 已 知 。 

(4) 对 于 给 定 的 置信 水 平 1 一 ,根据 g(0,0) 的 分 布 ,确定 常数 a,5, 使 得 

Pla < g(0,0) <) = 1—a 

(5) 对 a<g(0,0)<b 作 等 价 变形 ,得 到 形式 0<0<5, 即 P .0g9<0<0)=1—a, TE, 
区 间 (0,0) 就 是 0 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 。 

例 10-2-8 H Xi, Xos X, ERA N (pwo?) 的 样本 ,o? 未 知 , 求 参 数 y 的 置信 和 度 为 
1 一 a 的 置信 区 间 。 


也 可 简 记 为 


f(x) 
解 ” 选 的 点 估计 为 下, 由 于 未知, 故 取样 本 方 
差 S° 代替 它 。 由 10. 1 节 知识 可 知 a2 a2 
Ah ila D o 
Te” da TN aml) O| tani) F 
给 定 的 置信 水 平 1 一 ,参考 图 10-2-2, 查 /分布 kasa 
表 得 twz(z 一 1) ,使 
r( TE ei 5»]= r( ta (n D < E < ttn D)=1 ù 


从 中 解 得 


p(2- aD <u < X+ naD )= 1-a 
于 是 所 求 y 的 置信 区 间 为 
(x Btu (n iy 84. S 


n 


to2 (n D) 
也 可 简 记 为 


T sS 
(X tenn — D) 


n 
例 10-2-9 设 X,.X,.. X, 是 取 自 ND RER RAR 2 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 
置信 区 间 。 
# 由 10.1 节 知识 可 知 
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bE 


ca 2 
=a -DS ~f (n—1) 


参考 图 10-2-3, 对 给 定 的 置信 水 平 1 一 a, 使 


P(X Jë ma eg 5) 
=1—a< 
pa ; (于 一 1)S? O lxtaaD HD) F 
s < pJ a 10-2-3 


于 是 所 求 o? 的 置信 区 间 为 
(n—1)S° (n—1)S° 
[ZS D ” Xi-ws —1) ) 

例 10-2-10 为 了 估计 灯泡 使 用 时 数 的 均值 y 及 方差 ,测试 10 个 灯泡 ,得 到 工 一 
1500h,s 二 20h。 车 已 知 灯泡 使 用 时 数 服 从 正 态 分 布 NCpso ), 求 六 与 cz 的 置信 水 平 为 
0.95 的 置信 区 间 。 

解 0 为 未 知 参数 , 则 jy 的 置信 区 间 为 

(x +t) 


n 


I 7 =1500h,s=20h,n=10,a=0. 05 staz (n—1) = to.o25 (9) =2. 2622, 代 入 上 式 可 得 
上 的 置信 区 间 为 
(1485. 69,1514. 31) 
IH T o 的 置信 区 间 为 


Xe (2 一 1) "从 we 一 1) 
Ki n=10, s =20° Xe (n—1) =X6.025 (9)=19.022,X1-.z2 (n—1)= X%s(9)=2., 70 代入 上 
式 得 置信 区 间 为 (189. 25,1333. 33). 
由 此 ,得 到 单个 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 置信 区 间 ( 置 信 水 平 为 1 一 ), 见 表 10-2-1。 
表 10-2-1 


( i— 18 (i—1)S: ) 


待 估 参 数 | 其 他 参数 统计 量 及 其 分 布 置信 区 间 
i o E l z NOD (REX+ | 
B oka — T ~ (x Ee D,X+ ea 5) 
2 六 y= DSL e oD (oc s m) 


习题 10-2 
1. 设 总 体 X 的 密度 函数 为 
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LH 


K y a =) OSa 
xa) = 


0 其 他 
从 中 获得 样本 X, Xat X, RBA a 的 矩 估 计量 。 
2. 设 总 体 X 具有 如 下 分 布 律 : 


| 3 2 8 
h | 0 2-0 (1—0) 


其 中 ,0(0 二 0 一 1) 为 未 知 参数 ,已 知 样本 值 x 一 1,z: 二 2,zs 一 1。 求 0 的 矩 佑 计 值 和 最 大 
似 然 估计 值 。 
3. 设 总 体 X 的 概率 密度 函数 为 
EE 
a Ge * s > W 
0 z=<0 
其 中 ,0>0 是 未 知 参数 , X i. X... X, 为 X 的 一 个 样本 。 求 参数 0 的 矩 估计 量 和 最 大 似 
然 估 计量 。 
4. 设 Xi ,Xs,Xs HKA NC.,1) 的 一 个 样本 , 设 有 估计 量 
| 43 y + 
Nn 
jz = +x, Tas 


h = TX +X, +X 
(1) 指出 加 ,pr op 哪 一 个 是 jy 的 无 偏 估计 量 ; 
(2) EER jy 的 无 偏 估 计量 中 哪 一 个 较为 有 效 。 
5. 设 某 种 清漆 9 个 样品 的 干燥 时 间 ( 以 小 时 计 ) 如 下 : 
80 0 03 5 6.1 5.0 
并 设 干燥 时 间 总 体 服从 正 态 分 布 N(a,o2), fE FIRE 20 FR w 的 置信 水 平 为 0. 95 
的 置信 区 间 。 
(1) 由 以 往 经 验 知 c 一 0.6(h)， 
(2) o 未 知 。 
6. 已 知 某 公司 每 星期 投入 1 万 元 广告 费 使 所 属 每 个 零售 网 点 每 星期 销售 增加 的 糖 
果 数 量 服从 正 态 分 布 NC(u,o?), 从 公司 所 属 众多 零售 网 点 中 随机 调查 12 个 零售 网 点 , 它 
们 每 星期 销售 增加 的 糖果 平均 数量 为 418kg, 标 准 差 为 25kg。 求 每 个 零售 网 点 每 星期 销 
售 增加 的 糖果 平均 数量 y 的 置信 水 平 为 0.9 的 置信 区 间 。 
T. 某 饮料 厂 用 自动 灌 装 机 装 饮料 ,规定 每 瓶 饮料 的 净 质 量 为 500g。 某 天 随机 抽取 了 
9 瓶 饮料 进行 检测 , 测 得 净 质 量 的 样本 均值 为 工 一 499g ,样本 方差 为 中 一 16.032 。 求 总 体 
方差 o 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 。 
8. 设 某 自 动车 床 加 工 的 零件 直径 服从 正 态 分 布 N(j,o), 今 抽查 5 个 零件 , 测 得 长 


第 10 章 ”数理 统计 205 


度 ( 以 mm 计 ) 如 下 : 
6.661 6.661 6.667 6.667 6.664 
Ae HYRA yo 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 。 


10.3 假设 检验 


假设 检验 是 统计 推断 的 另 一 类 问题 , 它 根据 历 史 资料 和 实际 经 验 ,首先 对 总 体 的 某 种 
统计 特征 做 出 某 种 假设 ,然后 利用 样本 所 提供 的 信息 ,运用 统计 分 析 方 法 来 检验 (判断 ) 事 
先 的 假设 是 否 正确 ,最 后 做 出 接受 或 拒绝 原 假设 的 决定 。 


10.3.1 假设 检验 的 基本 原理 


引 例 ” 某 厂 生产 一 批 产品 ,资料 表明 :这 批 产 品 的 质量 服从 正 态 分 布 , 且 标 准 差 为 

o 二 5g, 规 定 要 求 平均 质量 为 200g。 如 今 抽 查 了 10 件 产品 , 测 得 质量 如 下 : 
201 208 212 179 205 209 194 207 199 206 

试问 这 批 产品 的 平均 质量 是 否 为 200g。 

f 这 批 产品 的 质量 组 成 一 个 总 体 X, 则 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 N (jy,o:)。 这 里 
o=5, B] X~N(p,5°) ,需要 根据 样本 值 来 判断 X 的 均值 jy 二 200 是 否 成 立 。 

根据 这 个 检验 目的 提出 一 个 统计 假设 , 即 原 假设 (或 零 假 设 ) H 和 一 个 相反 的 假设 ， 
即 对 立 假设 (或 备 择 假设 ) Hi : 

Hosp = fo = 200 
Hi: É mo 

那么 ,如 何 判断 原 假设 Ho 是 否 成 立 ? 由 于 是正 态 分 布 的 期 望 值 , 它 的 估计 量 是 样 
本 均值 站 ,因此 可 以 根据 X 与 wo 的 差距 1X 一 yw | 来 判断 H, 是 否 成 立 。 当 | 一 jw | 较 小 
时 ,可 以 认为 H, 是 成 立 的 ; 当 | 下 一 pw | 较 大 时 ,应 认为 H, 不 成 立 , 即 这 批 产 品 的 平均 质 
量 不 是 200g, 生 产 线 中 出 现 了 问题 。 较 大 和 较 小 是 一 个 相对 的 概念 ,合理 的 界限 在 何 处 ? 
应 由 什么 原则 来 确定 ? 这 里 用 到 人 们 在 实践 中 普遍 采用 的 一 个 原则 : 小 概率 事件 在 一 次 
试验 中 基本 上 不 会 发 生 。 

在 假设 检验 中 , 称 这 个 小 概率 为 显著 性 水 平 , 用 a 表示 。a 的 选择 要 根据 实际 情况 而 
定 。 常 取 a=0.1,a=0.01,a==0. 05。 
由 于 o 已 知 , 选 检验 统计 量 Z= A 一 N(0,1), 它 能 衡量 差异 | 一 yw | 的 大 小 且 
分 布 已 知 。 对 给 定 的 显著 性 水 平 a, 可 以 查 到 分 位 点 的 值 zazo tE PZI >a) =a, 
是 说 ,1Z| 二 zw: 是 一 个 小 概率 事件 。 故 可 以 取 拒 绝 域 
为 W: 1Z| 二 zwz( 见 图 10-3-1)。 如 果 由 样本 值 算 得 该 
统计 量 的 实测 值 落 入 区 域 WW, 则 拒绝 Ho; 否则 ,不 能 拒 
绝 Hos 

在 该 问题 中 ,选取 统计 量 
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L 


X — 200 


aar adiad i l E 
5/V10 


E= 


于 是 有 

X —200 
(| 5/V10 
若 取 定 显著 性 水 平 "一 0. 05, 查 正 态 分 布 分 位 数 表 ,得 到 临界 值 z zas 一 1. 96, 于 


是 拒绝 域 为 


>=a]= a 


X — 200 
5/10 
依据 抽样 检验 结果 ,可 得 到 : z—203.8. WJ 
£ — 200 203. 8 — 200 

5//10 | | 5/10 

上 式 说 明 检 验 结果 落 入 Ho 的 拒绝 域 。 

由 此 得 到 判断 : 拒绝 原 假设 Ho := uo 三 200, 即 这 批 产品 的 平均 质量 不 是 200g。 这 
个 结论 的 可 靠 度 为 95%。 

从 上 面 的 分 析 中 可 以 看 出 ,假设 检验 所 采用 的 基本 原理 是 一 种 反 证 法 :假设 原 假设 成 
立 ,如 果 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 居然 发 生 了 ,那么 就 有 理由 否定 原 假 设 。 但 它 又 不 同 于 
一 般 的 反 证 法 ,因为 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 基本 上 不 会 发 生 并 不 等 于 不 可 能 事件 ,所 以 
只 能 说 这 是 一 种 带 有 概率 意义 的 反 证 法 。 


“10.3.2 假设 检验 的 两 类 错误 


由 于 小 概率 事件 并 非 绝 对 不 会 发 生 , 因 此 在 进行 假设 检验 时 ,是 冒 着 犯错 误 的 风险 
的 。 假 设 检验 的 错误 分 为 两 大 类 。 


1. 第 一 类 错误 : 以 真 为 假 


如 果 在 一 次 试验 中 , 原 假 设 H, 为 真 ,而 小 概率 事件 却 发 生 了 ,统计 量 的 值 落 入 拒绝 
域 ,按照 假设 检验 的 法 则 ,应 当 否 定 H,, 这 时 就 犯 了 “以 真 为 假 ” 的 错误 , 称 为 第 一 类 错 
误 。 由 定义 可 知 , 犯 第 一 类 错误 的 概率 恰好 为 显著 性 水 平 a, 即 
P( 和 否定 Ho | Ho XA) = P( 第 一 类 错误 ) = a 


2. 第 二 类 错误 : 以 假 乱 真 


如 果 在 一 次 试验 中 , 原 假设 H, 为 假 ,而 小 概率 事件 却 没有 发 生 , 统 计量 的 值 没 有 落 
入 拒绝 域 , 按 照 假设 检验 的 法 则 ,应 当 接 受 Hs, 这 时 就 犯 了 “以假乱真” 的 错误 , 称 为 第 二 
类 错误 。 把 犯 第 二 类 错误 的 概率 记 为 8, 即 
卫 ( 接 受 H. | H, HED = P( 第 二 类 错误 ) = 8 
人 们 总 是 希望 做 出 的 检验 能 使 犯 两 类 错误 的 概率 同时 都 很 小 ,但 遗憾 的 是 , 当 样 本 容 
量 确定 后 ,一般 情况 下 ,a 与 8 不 能 同时 都 非常 小 :车 a 变 小 , 则 8 变 大 ;否则 车 8 变 小 , 则 
a 变 大 。 为 了 能 使 犯 这 两 类 错误 的 概率 都 尽 可 能 地 小 .在 进行 假设 检验 时 ,通常 先 确定 


"=| 


[> 1.9) 


| 2.40 > ws = 1.96 
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a 的 值 , 然 后 再 通过 增加 样本 容量 的 方法 来 减少 8 的 值 。 

由 于 犯 第 一 类 错误 的 概率 是 可 以 控制 的 , 即 当 H, 为 真 时 错误 地 拒绝 H, 的 概率 是 
可 以 控制 的 ,这 意味 着 Ho 是 受到 保护 的 。 在 一 对 对 立 假设 中 , 选 哪 一 个 作为 Ho 需要 小 
心 。 例 如 ,考虑 某 种 药品 是 否 为 真 ,这 里 可 能 犯 两 种 错误 : 四 将 假 药 误 作 为 真 药 , 则 冒 着 
伤害 病人 的 健康 甚至 生命 的 风险 ; 四 将 真 药 误 作 为 假 药 , 则 冒 着 造成 经 济 损失 的 风险 。 
显然 ,犯错 误 四 比 犯错 误 加 的 后 果 严 重 , 因 此 ,选择 H. :药品 为 假 和 H, :药品 为 真 ,这 样 ， 
犯 后 果 严 重 的 错误 的 概率 就 是 可 以 控制 的 ,可 以 选择 小 一 些 的 a。 


10.3.3 单个 正 态 总 体 的 假设 检验 
下 面 介绍 单个 正 态 总 体 常 见 的 几 种 检验 法 。 


1. Z 检验 法 (均值 u 的 检验 .方差 o? 已 知 ) 


设 Xis Xost X, 是 取 自 总 体 N (Cp, ) 的 一 个 样本 ,其 中 均值 y RATTE o =o 已 
知 。 检 验 步骤 如 下 。 

(1) 提出 对 立 假设 : 原 假设 Ho y= p , 备 择 假设 Hi ym o 

(2) 构造 统计 量 Z, 在 H, 为 真 的 条 件 下 ,确定 该 统计 量 的 分 布 : 


Z= Xb ~ NO0,1) 
of Vn 


(3) 确定 H, 的 拒绝 域 : 在 给 定 显著 性 水 平 a 的 条 件 下 , 查 统计 量 的 分 布 表 , 求 出 临 
界 值 xs ,从 而 确定 拒绝 域 W: 


(Z= _ 
W= | alda >=al 
(4) 判断 : 根据 样本 观测 值 求 出 统计 量 z 的 观测 值 == | r, 。 若 该 值 落 入 拒 


绝 域 , 则 拒绝 Ho ;否则 接受 Hos Ho 的 接受 域 是 (一 xwzxwz) ,拒绝 域 是 (一 = ,swz) U 
Czas H). 


2. t 检验 法 (均值 u 的 检验 ,方差 o? 未 知 ) 


W Xi X... X, 是 取 自 总 体 N (pwo?) 的 一 个 样本 ,其 中 均值 与 方差 o? 未 知 ,检验 
均值 5。 检 验 步骤 如 下 。 

A) 提出 对 立 假设 : 原 假设 Ho u= po , 备 择 假设 Hi uA o 

(2) 构造 统计 量 工 ,在 H, 为 真 的 条 件 下 ,确定 该 统计 量 的 分 布 : 

= 从 一 和 
T= rA >= (m -— TY 

(3) 确定 H, 的 拒绝 域 : 在 给 定 显著 性 水 平 a 的 条 件 下 , 查 统计 量 的 分 布 表 , 求 出 临 

TAEL taz (0—1) ,从 而 确定 拒绝 域 W: 


[| Xe 
w=- || S/ Nn 


> D) 
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(A) 判断: 根据 样本 观测 值 求 出 统计 量 的 观测 值 A . 若 该 值 落 入 拒 


绝 域 , 则 拒绝 互 。 ;否则 接受 Hos Ho 的 接受 域 是 (一 xz (Cz 一 1) ,tuz(C2 一 1)) ,拒绝 域 是 
(一 co ,一 az (n—1)) U Cta (nz 一 1) ,十 co) 。 


3. X? 检验 法 (方差 o° 的 检验 ) 

设 Xi. Xoro X, 是 取 自 总 体 Ne) 的 一 个 样本 ,其 中 方差 ot 未 知 ,检验 方差 呈 。 
检验 步骤 如 下 。 

(1) 提出 对 立 假设 : 原 假设 Ho :0 三 6, 备 择 假设 Hi :0 了 0 。 

(2) 构造 统计 量 X ,在 H, 为 真 的 条 件 下 ,确定 该 统计 量 的 分 布 : 


ua 2 
£= (n -DS Pe a= 
0 


G) 确定 Ho 的 拒绝 域 : 在 给 定 显著 性 水 平 a 的 条 件 下 , 查 统计 量 的 分 布 表 , 求 出 临 
FAX (2 一 1) 和 办-wz (n 一 1) ,从 而 确定 拒绝 域 : 


2 
W= [% 2 <o] 
oo 
或 
2 
w s DS > X: (n D) 
oo 


(QD 判断: 根据 样本 观测 值 求 出 统计 量 了 的 观测 值 * 二 -他 一 。 若 该 值 沙 入 拒 


绝 域 , 则 拒绝 Ho, TWI Hos Ho 的 接受 域 是 (Xi-wz (一 1) Xr (n 一 1)) ,拒绝 域 是 (一 
ce,Xa-wa (n—1)) U (Xr (2 一 1) ,十 co)。 

例 10-3-1 据 统计 , 某 地 区 居民 家 庭 食品 月 支出 服从 正 态 分 布 Nw,40:) 。 随 机 抽取 
9 个 家 庭 计算 食品 平均 月 支出 为 980 元 ,能 否 据 此 认为 该 地 区 居民 家 庭 食 品 月 支出 为 
1000 元 (a 二 0.05)。 

解 ” 在 方差 已 知 的 条 件 下 检验 均值 x 二 1000 是 否 成 立 。 


提出 假设 : 
Ho: = pw = 1000, Hi:g# # po 
由 前 面 的 分 析 可 知 拒绝 域 为 
w= [| Xe |_, 
| alala zua) 
现在 n=9 , zaz = Zo.02s =1. 96,7 =980 ,只 一 402 ,pv 二 1000, 计 算得 
¿= Z= 980 — 1000 1.5 
of n 40/ 9 


由 于 |z| 二 1. 5 过 1. 96, 落 在 接受 域 , 故 接受 Hoo TEWAK E a =0.05 下 可 以 认为 该 地 
区 居民 食品 的 月 支出 为 1000 元 。 

例 10-3-2 设 某 批 矿 砂 的 镍 含量 服从 正 态 分 布 N). SWE 5 个 矿砂 样本 中 的 
镍 含量 (%) 如 下 : 
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3:25 3:27 3.24 3.26 324 
试问 在 显著 性 水 平 "一 0. 05 下 ,能 否 接受 这 批 矿砂 的 镍 含量 为 3. 25%。 
R ”在 方差 未 知 的 条 件 下 检验 均值 二 3.25% 是 否 成 立 。 


提出 假设 : 
Ho:p = p= 3.25%, Hi:p É po 
由 前 面 的 分 析 可 知 拒绝 域 为 


ili- 
w= || S/ Nn 


现在 n=5 sta (n—1) =to.o2s (4) =2. 71764,7 =3. 252,s 一 0. 013, p =3. 25, 计 算得 
元 一 pm _ 3.252— 23.25 
s/n 0.013/ /5 

由 于 |z| =0. 344<2. 7764, 落 在 接受 域 , 故 接受 颗 ,。 在 显著 性 水 平 a=0. 05 下 可 以 
认为 这 批 矿砂 的 镍 含量 为 3. 25%。 

例 10-3-3 某 种 元 件 的 寿命 (以 h 计 ) 长 期 以 来 服从 方差 二 5000 WESS. W 
有 一 批 这 种 元 件 , 从 它 的 生产 情况 来 看 ,寿命 的 波动 性 有 所 改变 。 现 测 得 26 只 元 件 的 寿 
命 的 样本 方差 二 9200。 间 根据 这 一 数据 能 否 推 断 出 这 批 元 件 的 寿命 的 波动 性 较 以 往 的 
有 显著 性 的 变化 (a 二 0.02)? 

解 ” 该 题 是 对 方差 的 检验 。 

提出 假设 : 


>an D] 


t= = 0.344 


Hs: = ñ = 5000, Hi:e Z a 
拒绝 域 为 
(一 1)S? 


0 


w= Í <kia n= D| 


0 


= 2 
w | = > th D) 


现在 n=26 X2 (n—1) =Xb.o1 (25) =44. 314, Xi-e/2 (n—1)=X%s (25) =11. 524,03 
5000 ,观测 值 :一 9200, 计 算得 到 
(n— 1)s: 
o 


= 46 > 44. 314 


所 以 拒绝 瓦 , 。 在 显著 性 水 平 a=0. 02 下 认为 这 批 元 件 寿 命 的 波动 性 较 以 往 有 显著 性 的 
改变 。 

习题 10-3 

1. 某 厂 生产 一 种 灯泡 ,其 寿命 服从 正 态 分 布 NCy,200*)。 从 过 去 较 长 一 段 时 间 的 生 
产 情况 来 看 ,灯泡 的 平均 寿命 为 1500h。 现 采用 新 工艺 后 ,在 所 生产 的 灯泡 中 抽取 25 H. 


测 得 平均 寿命 为 1675h。 问 采用 新 工艺 后 ,灯泡 寿命 是 否 有 显著 提高 (a 二 0.05)? 
2. 某 县 对 初 一 年 级 学 生 语 文成 绩 进行 考核 ,从 中 随机 抽取 400 名 学 生 , 考 核 结果 平 
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均 分 为 67.6。 根 据 历年 资料 知 标准 差 为 14.4, 是 否 可 以 说 该 县 初 一 年 级 学 生 语文 平均 分 
为 65 分 (a 二 0.05)? 

3. 根据 长 期 资料 分 析 可 知 , 某 种 钢筋 的 强度 服从 正 态 分 布 N (eza), Bü BUMI a 
6 根 进行 强度 试验 , 测 得 强度 (单位 : MPa) 如 下 : 

48.5 49.0 53.5 49.5 56.0 52.5 

试问 能 否认 为 该 种 钢筋 的 平均 强度 为 52. 0MPala=0. 05)? 

4. 若 某 行业 的 员工 年 收入 服从 正 态 分 布 。 去 年 员工 年 收入 的 平均 值 为 15660 元 , 现 
要 研究 今年 员工 的 收入 情况 ,随机 抽取 10 人 ,得 到 各 人 年 收入 的 资料 如 下 (单位 :元 ) : 

14625 15685 17950 14520 13650 16775 15584 16854 19256 15662 
试问 今年 员工 年 平均 收入 与 去 年 年 平均 收入 相 比 是 否 不 同 (a 二 0.05)? 

5. 某 公司 用 自动 包装 机 包装 该 公司 的 产品 ,规定 标准 含量 为 每 袋 净 含量 500g。 现 在 
随机 抽取 10 袋 , 测 得 各 袋 净 含量 如 下 : 

495 510 505 498 503 492 502 505 497 506 

设 每 袋 净 含 量 服 从 正 态 分 布 N(w,o) ,能 否认 为 每 袋 净 含量 的 标准 差 为 5g(a 二 0.05)? 

6. 某 炼 铁 厂 的 铁水 含 碳 量 服从 正 态 分 布 N(w,0. 108: ) 。 现 对 操作 进行 了 改进 ,然后 
抽 测 了 5 炉 铁 水 , 测 得 样本 方差 为 $= 二 0. 228*。 由 此 是 否 可 以 认为 新 操作 炼 出 的 铁水 含 
碳 量 的 方差 到 一 0. 108° (a 二 0.05)? 
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0. 20 0. 15 0. 10 0.05 0.025 0.01 0.005 
n 

1 1.376 1.963 3.077 6.3138 12.7062 31. 8207 63. 6574 

2 1.061 1.386 1.8856 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248 

3 0.978 1.250 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409 

4 0.941 1.190 1.5322 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041 

5 0.920 1.156 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0322 

6 0.906 1.134 1.4398 1.9432 2. 4469 3. 1427 3.7074 

7 0.896 1.119 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995 

8 0.889 1.108 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554 

9 0.883 1.100 1.3830 1.8331 2. 2622 2.8214 3.2498 
10 0.879 1.093 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693 
11 0.876 1.088 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058 
12 0.873 1.083 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545 
13 0.870 1.079 1.3502 1.7709 2.1604 2. 6503 3. 0123 
14 0. 868 1.076 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768 
15 0.866 1.074 1.3406 1.7531 2.1315 2. 6025 2.9467 
16 0.865 1.071 1.3368 1.7459 2.1199 2.5835 2. 9208 
17 0.863 1.069 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2. 8982 
18 0.862 1.067 1.3304 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784 
19 0.861 1.066 1.3277 1.7291 2.0930 2.5395 2. 8609 
20 0. 860 1. 064 1. 3253 1. 7247 2. 0860 2. 5280 2. 8453 
21 0. 859 1. 063 1. 3232 1. 7207 2.0796 2. 5177 2. 8314 
22 0. 858 1.061 1. 3212 1.7171 2.0739 2. 5088 2. 8188 
23 0. 858 1. 060 1.3195 1.7139 2. 0687 2. 4999 2. 8073 
24 0. 857 1. 059 1. 3178 1.7109 2. 0639 2. 4922 2. 7969 
25 0. 856 1. 058 1. 3163 1. 7081 2.0595 2. 4851 2. 7874 
26 0. 856 1. 058 1. 3150 1. 7056 2.0555 2. 4786 2. 7787 
27 0. 855 1.057 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 
28 0.855 1.056 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 
29 0.854 1.055 1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564 
30 0.854 1.055 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500 
31 0.8535 1.0541 1.3095 1.6955 2.0395 2. 4528 2. 7440 
32 0. 8531 1.0536 1. 3086 1. 6939 2. 0369 2. 4487 2. 7385 
33 0. 8527 1. 0531 1. 3077 1. 6924 2. 0345 2. 4448 2. 7333 
34 0. 8524 1. 0526 1. 3070 1. 6909 2. 0322 2.4411 2. 7284 
35 0. 8521 1. 0521 1. 3062 1. 6896 2. 0301 2. 4377 2. 7238 
36 0. 8518 1.0516 1. 3055 1. 3055 2. 0281 2. 4345 2.7195 
37 0. 8515 1.0512 1. 3049 1. 3049 2. 0262 2. 4314 2.7154 
38 0. 8512 1. 0508 1. 3042 1. 3042 2. 0244 2. 4286 2.7116 
39 0. 8510 1. 0504 1. 3036 1. 3036 2. 0227 2. 4258 2. 7079 
40 0. 8507 1. 0501 1. 3031 1. 3031 2. 0211 2. 4233 2. 7045 


0. 995 0.99 0.975 0.95 0.90 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 

n 
1 0.000 | 0.000 | 0.001 0.004 | 0.016 2.706 3.843] 5.025 6.637 | 7.882 
2 0.010 | 0.020| 0.051 | 0.103 | 0.211] 4.605 | 5.992] 7.378] 9.210 | 10.597 
3 0.072| 0.115 | 0.216 | 0.352 | 0.584] 6.251| 7.815 9.348 | 11.344 | 12.837 
4 0.207 | 0.297 | 0.484 | 0.711 | 1.064| 7.779 | 9.488 | 11.143 | 13.277 | 14. 860 
5 0.412 | 0.554] 0.831| 1.145 | 1.610 | 9.236 | 11.070 | 12.832 | 15.085 | 16.748 
6 0.676 | 0.872] 1.237| 1.635 2.204 | 10.645 | 12.592 | 11.440 | 16.812 | 18.548 
7 0.989 | 1.239 | 1.690 | 2.167 | 2.833 | 12.017 | 14.067 | 16.012 | 18.474 | 20. 276 
8 1.344 | 1.646| 2.180| 2.733 | 3.490 | 13.362 | 15.507 | 17.534 | 20.090 | 21. 954 
9 1.735] 2.088 | 2.700 | 3.325 | 4.168 | 14.684 | 16.919 | 19.022 | 21.665 | 23. 587 
10 2.156 | 2.558] 3.247 | 3.940 | 4.865 | 15.987 | 18.307 | 20.483 | 23. 209 | 25.188 
11 2.603| 3.053 | 3.816 | 4.575 | 5.578 | 17.275 | 19. 675 | 21.920 | 27.724 | 26.755 
12 3.074 | 3.571 | 4.404 | 5.226 | 6.304 | 18.549 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28. 300 
13 3.565| 4.107| 5.009| 5.892 | 7.041 | 19.812 | 22. 362 | 24.735 | 27.687 | 29. 817 
14 4.075 | 4.660 | 5.629| 6.571 | 7.790 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 29.141 | 31. 319 
15 4.600 | 5.229| 6.262 | 7.261 | 8.547 | 22.307 | 24.996 | 27.488 | 30.577 | 32. 799 
16 5.142 | 5.812 | 6.908 | 7.962 | 9.312 | 23.542 | 26. 296 | 28. 845 | 32. 000 | 34. 267 
17 5.697| 6.407 | 7.564 | 8.682 | 10.085 | 24.769 | 27.587 | 30. 190 | 33. 408 | 35. 716 
18 6.265 | 7.015 | 8.231 | 9.390 | 10.865 | 25.989 | 28.869 | 31.526 | 34. 805 | 37. 156 
19 6.843 | 7.632 | 8.906 | 10.117 | 11.651 | 27. 203 | 30. 143 | 32. 852 | 36. 190 | 38. 580 
20 7.434 | 8.260 | 9.591 | 10.851 | 12.443 | 28. 412 | 31. 140 | 34. 170 | 37. 556 | 39. 997 
21 8.033 | 8.897 | 10.283 | 11. 591 | 13. 240 | 29.615 | 32. 670 | 35. 478 | 38. 930 | 41. 399 
22 8.643 | 9.542 | 10.982 | 12. 338 | 14. 402 | 30. 813 | 33. 924 | 36.781 | 40. 289 | 42. 706 
23 9. 260 | 10. 195 | 11.688 | 13. 090 | 14. 848 | 32.007 | 35. 172 | 38.075 | 41. 637 | 44. 179 
24 9.886 | 10.856 | 12. 401 | 13. 848 | 15. 659 | 33.196 | 36. 415 | 39. 364 | 42. 980 | 45. 558 
25 10.519 | 11. 523 | 13. 120 | 14. 611 | 16. 473 | 34. 381 | 37. 652 | 40. 646 | 44. 313 | 46. 925 
26 11. 160 | 12. 198 | 13. 844 | 15. 379 | 17. 292 | 35. 563 | 38. 885 | 41. 923 | 45. 642 | 48. 290 
27 11.807 | 12. 878 | 14. 573 | 16. 151 | 18. 114 | 36. 471 | 40. 113 | 43. 194 | 46. 962 | 49. 642 
28 12. 461 | 13. 565 | 15. 308 | 16.928 | 18. 939 | 37. 916 | 1.337 | 44. 461 | 48. 278 | 50. 993 
29 13. 120 | 14. 256 | 16. 147 | 17. 708 | 19. 768 | 39. 087 | 42. 557 | 45. 772 | 49.586 | 52. 333 
30 13.787 | 14.954 | 16. 791 | 18. 493 | 20. 599 | 40. 256 | 43. 773 | 46. 979 | 50. 892 | 53. 672 
31 14.457 | 15.655 | 17. 538 | 19. 280 | 21. 433 | 41. 422 | 44. 985 | 48. 231 | 52. 190 | 55. 000 
32 15. 134 | 13. 632 | 18. 291 | 20. 072 | 22. 271 | 42. 585 | 46. 194 | 49. 480 | 53. 486 | 56. 328 
33 15.814 | 17.073 | 19.046 | 20. 866 | 23. 110 | 43. 745 | 47. 400 | 50.724 | 54.774 | 57.646 
34 16. 501 | 17.789 | 19. 806 | 21.664 | 23.952 | 44. 903 | 48. 602 | 51. 966 | 56. 061 | 58. 964 
35 17. 191 | 18. 508 | 20. 569 | 22. 465 | 24. 796 | 46. 059 | 49. 802 | 53. 203 | 57. 340 | 60. 272 
36 17. 887 | 19. 233 | 21. 336 | 23. 269 | 25. 643 | 47. 212 | 50. 998 | 54. 437 | 58. 619 | 61. 581 
37 18. 584 | 19. 960 | 22. 105 | 24. 075 | 26. 492 | 48. 363 | 52. 192 | 55. 667 | 59. 891 | 62. 880 
38 19.289 | 20.691 | 22.878 | 24. 884 | 27. 343 | 49. 513 | 53. 384 | 56. 896 | 61. 162 | 64. 181 
39 19. 994 | 21.425 | 23. 654 | 25. 695 | 28. 196 | 50. 660 | 54. 572 | 58. 119 | 62. 426 | 65. 473 
40 20. 706 | 22. 164 | 24. 433 | 26. 509 | 29. 050 | 51. 805 | 55. 758 | 59. 432 | 63. 691 | 66. 766 


p 
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0.02 


0.06 


0.07 


0.08 


0.09 


-和 
— Q bo 2 O “O oo ü O Cn > G to = O “O oo NAW to = O <o o — O G > ç to Oo 


5000 
5398 
5793 
6179 
6554 
6915 
7257 
7580 
7881 
8159 
8413 
8643 
8849 
9032 
9192 
9332 
9452 
9554 
9641 
9713 
9772 
9821 
9861 
9893 
9918 
9938 
9953 
9965 
9974 
9981 
9987 
9990 
9993 
9995 
9997 
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5040 
5438 
5832 
6217 
6591 
6950 
7291 
7611 
7910 
8186 
8438 
8665 
8869 
9049 
9207 
9345 
9463 
9564 
9648 
9719 
9778 
9826 
9864 
9896 
9920 
9940 
9955 
9966 
9975 
9982 
9987 
9991 
. 9993 
. 9995 
. 9997 


E 


5080 
. 5478 
5871 
6255 
6628 
6985 
7324 
7642 
7939 
8212 
8461 
8686 
8888 
9066 
9222 
9357 
9474 
9573 
9656 
9726 
9783 
9830 
9868 
9898 
9922 
9941 
9956 
9967 
9976 
9982 
9987 
9991 
9994 
. 9995 
. 9997 


lr) = 

0. 03 0. 04 0.05 

0.5120 | 0.5160 | 0. 5199 
0. 5517 | 0. 5557 | 0. 5596 
0. 5910 | 0. 5948 | 0. 5987 
0. 6293 | 0. 6331 | 0. 6368 
0.6664 | 0.6700 | 0. 6736 
0. 7019 | 0. 7054 | 0. 7088 
0. 7357 | 0.7389 | 0. 7422 
0. 7673 | 0. 7703 | 0. 7734 
0. 7967 | 0. 7995 | 0. 8023 
0. 8238 | 0. 8264 | 0. 8289 
0. 8485 | 0. 8508 | 0. 8531 
0. 8708 | 0.8729 | 0. 8749 
0. 8907 | 0. 8925 | 0. 8944 
0. 9082 | 0. 9099 | 0. 9115 
0. 9236 | 0. 9251 | 0. 9265 
0. 9370 | 0. 9382 | 0. 9394 
0.9484 | 0.9495 | 0. 9505 
0. 9582 | 0. 9591 | 0. 9599 
0. 9664 | 0. 9671 | 0. 9678 
0. 9732 | 0. 9738 | 0. 9744 
0. 9788 | 0. 9793 | 0. 9798 
0. 9834 | 0. 9838 | 0. 9842 
0. 9871 | 0. 9874 | 0. 9878 
0. 9901 | 0. 9904 | 0. 9906 
0. 9925 | 0. 9927 | 0. 9929 
0. 9943 | 0. 9945 | 0. 9946 
0. 9957 | 0. 9959 | 0. 9960 
0. 9968 | 0. 9969 | 0. 9970 
0. 9977 | 0. 9977 | 0. 9978 
0. 9983 | 0. 9984 | 0. 9984 
0. 9988 | 0. 9988 | 0. 9989 
0.9991 | 0. 9992 | 0. 9992 
0.9994 | 0. 9994 | 0. 9994 
0.9996 | 0. 9996 | 0. 9996 
0. 9997 | 0.9997 | 0, 9997 


全 


5239 
5636 
6026 
6406 
6772 
7123 
7454 
7764 
8051 
8315 
8554 
8770 
8962 
9131 
9278 
9406 
9515 
9608 
9686 
9750 
9803 
9846 
9881 
9909 
9931 
9948 
9961 
9971 
9979 
9985 
9989 
9992 
9994 
9996 
9997 


copppppopppppppppp0op0p0p0000p00p0p0p0900p000909 


5279 
. 5675 
. 6064 
6443 
. 6808 
7157 
7486 
7794 
. 8078 
. 8340 
. 8577 
. 8790 
. 8980 
. 9147 
. 9292 
9418 
. 9525 
. 9616 
. 9693 
. 9756 
. 9808 
. 9850 
. 9884 
. 9911 
. 9932 
. 9949 
9962 
. 9972 
. 9979 
. 9985 
9989 
. 9992 
. 9995 
9996 
. 9997 


a a a a ta i 


5319 
5714 
6103 
6480 
6844 
7190 
7517 
7823 
8106 
8365 
8599 
8810 
8997 
9162 
9306 
9430 
9535 
9625 
9700 
9762 
9812 
9854 
9887 
9913 
9934 
9951 
9963 
9973 
9980 
9986 
9990 
9993 
9995 
9996 
9997 


到 和 


5359 
5753 
6141 
6517 
6879 
7224 
7549 
7852 
8133 
8389 
8621 
8830 
9015 
9177 
9319 
9441 
9545 
9633 
9706 
9767 
9817 
9857 
9890 
9916 
9936 
9952 
9964 
9974 
9981 
9986 
9990 
9993 
9995 
9997 
9998 


附录 DD 


习题 1-1 
1. (0 (23 
(3) z(3=(2n—1)98==9ny= m1) 


(4) rz(13---(2n—1)(2n)(2n—2)---2)=n(n—1) 
2. (1) 10, 偶 排列 (2) 18, 偶 排列 (3) 36, 偶 排列 


es 9 ye 


3: (1) = (2) 120 (n= (WD 
习题 1-3 

ES (2) ñ= 

习题 1-4 


1. (1) 0 (2)0 (3)0 (4) 96 (5) 0 (6) 0 
2. (1) 一 21 (2) 48 
“3. WEH 


习题 1-5 


i —156 D0 Wz (y UTD (Sy9 y VIN 


2. Zi 一 Z 一 0,7zs 一 2,z4 一 一 2 
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*3, Q) [z 十 (一 D)a](z 一 ao" @) I g- CO) [aep 
0<i<j<n k=1 


习题 1-6 


a st ET 


3 3 
(2) zı =l,zr:=l,z;=l,z,=1 


2. `ü A=1 sÑ A= —1 时 ,方程 组 有 非 零 解 
习题 2-2 


1. a=0,6y=3,c=2,d=—5 


35 
3 0 8 5 
2. C (2) (3) | 6| (4) (10) 
= =H 6 
49 
- E 
E =} 8 =S =g 
G) mL S <) (7) 
20 —8 =6 9 19 
—3 6 
2 8 | 
9 ~E = 
(8) (9) 8 一 2 9 
9  . H 
4 —6 6 


(10) anzi Hanxi Tas z -2auzizs T-2ais2izs T-2aszs zs 

3. (1) ABZBA (2) (A+B)2ZA2+2AB+B:' (3) (A+B)(A—B)#A’— B’ 
4. 提示 : 用 数学 归纳 法 
5 
6 


. 证 明 略 
. 证 明 略 
习题 2-3 
£ w a @ 二 全 1 2 0 0 10 
L 16 0 T 3 Ipin Ü 1 © —§ 
00n > 4 0 @ Ó 1 2 
1000 01 05 
z, (1) f Ww 1 j (lO 0 1 8 
9 Ó %@ J] oo O 
J =p 2 3 j) @ E — 
(85 : ó 下 =g 2 O o 1 — % 3 
0 0 0 0 0 0 0 1 
0 ~ g 0 0 0 0 0 0 
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V 
习题 2-4 
5. =2 cos sin0 
EG b) (2) 
一 过 1 一 Sin0 cos0 
1 
a) 
— L O o 
—13 = 时 az 
(3) E Z| 
一 16 7 一 1 à 
i d 
a, 
2, 0 | a (2) Ë w. 
— 一 2 
0 8 s 5 5 
1 š T — 0 
el | wji 3 一 4 
> 0 
4 中 o == 
3. WEM 
4. 证 明 咯 
5, —2 
6. WEM 
7. WE 
0 3 3 
& 1 $ $ 
L L Ó 


1. 02 C2 (358 G03 
2. r(A) =3,A 是 满 秩 矩阵 


“习题 2-6 
2 5 g 
01 2 一 
00 —4 3 
00 0 —9 
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w 
2. WEIN 
5 0 
o 
O. g 
3. 1A? | 一 101 ,44 一 w g 
o 
-i w 
š O A =-(2 p 
B O An 0) 
L =S 0 0 
一 人 5 0 0 
85, {13 
0 0 2 =— 
0 0 — 8 
24 
12 12 
OE 


习题 2-7 

1. (1) r=y=z=0 
= 
A ua 

(2) ' (z 为 自由 未 知 量 ) 
2 一 7x 

2. (1) 无 解 
Zi 一 1 
z ,=0 

2) 
zs=—1 
wi=—2 


3. (1) % A= —2 时 有 无 穷 多 解 ; 当 天 一 2 时 有 唯一 解 
1 二 一 2 十 zs 十 5z4 
(2) 当 a=0 时 ,方程 组 有 解 , 解 为 | TOOR Cese, 为 自由 未 知 量 ) 


£ =3— 2r; — ôT, 


习题 3-1 


1 
1. (0)—11; —3)s(—10,—2;0;—855 il? »(10,1,1,5),(30,8,—2,30) 
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2 eT == 
8, AMIT Eb: C1;1y3 4500; 14455; 60221; T 


DU 


习题 3-2 


1. 略 
2. 略 
. 线性 无 关 
4. (1) 当 a 一 一 1, 或 ae=0, 或 a=1 时 ,向 量 组 线性 相关 
(2) 当 a 关 一 1, 且 a#0, R. aZ1 时 ,向 量 组 线性 无 关 
5. (l) al va? 线性 无 关 (2) ai ,as ,as 线性 相关 
6. (1) 当 4=5 时 ,向 量 组 线性 相关 (2) "4 5 时 ,向 量 组 线性 无 关 


习题 3-3 


1. (1) 线性 相关 (2) 线性 相关 
2. (1) 5 22 且 ) 天 一 2 时 ,向 量 组 线性 无 关 
当 ) 一 2 或 一 一 2 时 ,向 量 组 线性 相关 
(2) 当 4 二 2 时 ,as 能 由 ai ,as 线性 表示 
当 4 二 一 2 时 ,as 不 能 由 ci ,a: 线 性 表示 
当 ) 和 天 2 H 4 关 一 2 时 ,as 不 能 由 el ,az 线性 表示 
3. (1) 秩 为 4,ai ,as as ,ai 为 所 求 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 
(2) 秩 为 3,ai ,az ,as 为 所 求 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 


n = 
= = 
l H 
w to 


w 


习题 3-4 


1. (1) 基础 解 系 为 


X, = X, = 


o 上 nja Ay 
= o |= ajo 


全 部 解 为 
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2 3 
í 7; 
X = O,X, + C,X, = O, = 十 cs + (Ci ,C, 为 任意 常数 ) 
1 0 
0 1 
(2) 基础 解 系 为 
— g = 2 
1 一 3 
Xx =| ih Xx, =] o|, x, = | 
0 (i 0 
0 0 1 
全 部 解 为 
一 2 一 1 2 
1 一 3 1 
X = CG,X, +C,X, 十 C:X =C,| 1+C| 0|+C:|o| (CCCG 为 任意 常数 ) 
0 1 0 
0 0 1 
2. (1) 全 部 解 为 
= 
Xl 2 0 0 
= 5 =i 一 5 
zs |= u tafl Ote] 4| (G.C, 为 任意 常数 ) 
x 3 1 0 
zs 0 0 1 
0 
(2) 全 部 解 为 
i 6 — 2 一 2 一 6 
xz —4 i 1 5 
zs|=| oj+G| 1HC, 0l+G| o| (Gi,C:,C; 为 任意 常数 ) 
z4 0 0 0 
zs 0 0 0 
(3) 全 部 解 为 
Ti =p -= 1 
=-=] ?Fc | Lec, | aG 为 任意 常数 ) 
zs 0 0 1 
zh 3 0 0 
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1 
1 
3. (1) 不 是 (2) 是 


习题 4-2 
1. (1) A =Xh=1,1s=2 


Aj 


(2) À =À: =2,Àà,=—1 


a js. 


2. B. Be 


(3) à =à: =À, =—1 
1 
“= a 
= 
Bi 
3: 25 
习题 4-3 
l. z==—1 2 =ë 
习题 4-4 
= b hb 
V3 V2 V6 
1 1 1 — 
1. P ,P-14P 一 PTA4P 一 
V3 V2 /6 i i 
1. 0 -2 
V3 V6 
| g 2 = 
2. p i 2 1 —2|,P1AP=PTAP: 1 =A 
2 =% f 4 
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L 


习题 4-5 


1 2 Nm 
i. Q y=(@, 4 l + 2 = 
+ = W 
0 
3 
1 


T3 
£. -= Tı 
(2) f= (ti zx z,)|—1 1 Ws 
0 3 žy 


2. f=yi t2y: t57; 


习题 4-6 
k =Ü. ġ 
J 
D f= L | 
JZ 
0 0 1 
1 1 —1 
(2) fGe)= f(Cy)=yi—y; +y, 0 1 0 
0 — 1 
1 一 1 一 
D f= =y T 2 
习题 4-7 
(1) /为 负 定 (2) /为 正定 
习题 5-1 


(1) xı =2250,z; =1000 , x, =1000 
(2) yi =975, y: =575, y, =50 
675 200 400 
(3) (z;),x=|225 100 100 
450 200 300 


习题 5-2 


1. (1) maxS 王 2zl 十 zz 十 0zs 十 0z 十 0zs 
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3X1 十 Xs 一 X3 二 3 


dxi t3zrs— r= ð 
Si 
Zi 十 2zz 十 zs 一 3 
z;Z20 (j=1,2,3,4,5) 


(2) maxS=2x, — 5x5 ~x; Hrs Oz 02 
9z, 十 5zz 十 zs 一 14 
zy T3z,—2zxz, +2z;, =2 
8zi —z; HAr, —4z; — x7 =0 
x20 (j=1,2,4,5,6,7) 
2. (1) 无 最 优 解 ( 有 可 行 解 ,但 无 最 优 解 ) 


(2) 最 优 解 : X=a (3 0)'+O Í 


s. t. 


5 
2 


T 
=] (0<a<<1) ,最 优 值 : S=9 


习题 5-3 


(1) 最 优 解 : X=(2 3 0 0)7, 最 优 值 : S=19 
(2) 最 优 解 : X=(2 4 3 0 0)" RRE: S=14 
(3) 最 优 解 : X=a (1 3)'+(1—a)(3 1)'(0<a<1), 最 优 值 : S=4 


习题 6-1 


1. (1) §S={1,2,3,4,5,6},A={2,4,6} 
2 
Lb CC eb ee. DT EDE PARE. PED 
A=((3,1),(8,2),(3,4)) 
(3) 设 乘客 候车 时 间 为 1, 则 S= ¿€ [0.10] .A=(€[0.6)) 
(4) 设 X 为 灯泡 的 寿命 , 则 S={XE[0, 十 0)}, A={XE[2000,2500]} 
2. (1) AUB=S (2) AB=@ 
(3) AUB 为 必然 事件 ,AB 为 不 可 能 事件 
3. (1) AB={5} (2) AUB={1,3,4,5,6,7,8,9,10} 或 AUB=S 一 {2} 
(3) AB=AB= {3,4} 
(4) ABC=S 
4. (1) ABC (2) ABC (3) A+B+C( 或 AUBUOC) 
(4) AB 十 BC 十 CA( 或 ABUBCUCA) 
(5) ABC+ABC+ABC (6) AB+BC+CA (7) A+B+C 


习题 6-2 


1. 0.0113 
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Ww 
8 
2. 19 
8 
3. 25 
1 1 
4. (1) IZ 2) z 


28 16 44 
5. 0) J5 2) 本 G) i5 
6. 0.1,0.3 
7. (1) 0.6,0.4 (2)0.6 (3) 0.4 (4)0.2,0 (5)0.4 


习题 6-3 
1. 0: 4,0.3 


2. (1)0.25 (2) 4 


28 16 l 1 
9, “9 15 (2) 35 (3) 15 (4) 5 


3 Š 
t e 
5. 0.145 
20 
-21 


Te CID 三 (2) 0. 4856 


习题 6-4 


1. p+q—pq:1—q+ pq:1— pq 

2 2 

3°38 

3: (1500:72 (250.98 C3) 0.26 
4. 0.994 


习题 7-2 


1. (1) 是 〈2) 不 是 ODE (4) 不 是 
2. G 009 (206 308 


2. 


0 1 2 
3. |22 12 1 
36 386 35 


4. (1) 0.0729 (2) 0.00856 (3) 0.99954 
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V 
15 
SeA 
8 一 4 š kozt 
6. (1) £ =0.0298 (2) 1 一 X] É = 0. 5665 
8! Z ki 
习题 7-3 
0 =Ü 
0.4 0<x<1 
1. (1) F(z)= Sa 
0.5 1<z<2 
1 x22 
(2) 0.5,0.5,0.6 
0 zzo 
ó 1 Ë 0.1 0<z<1 
F(z)= 
öl OB 03 07 da 
1 x22 
F o j ) 
š 
Oa wa 10:2 
i " —1 1 2 
i a Ü ú 
6 3 g 
习题 7-4 
2z 0 委 z<<1 
L: QB = 25 1,54 G zeo=| 
0 其 他 
e z>0 
2. (1) 1 一 Ever15 (2) re] 
0 Xx<0 
0 X=0 
-2 
>: 0 委 z 一 1 
3. (1) F(x)= ! 
2 一 二 1<z<2 
1 x22 
(2) 0. 125,0. 125 
.4_ 232 
4 243 
5. (1) 0.6915 (2) 0.5328 (3) 0.5 (4) 0.6977 (5) 0.4772 
6. 0.8 


0.2 
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w 
习题 7-5 
( 1 4 
0,23 03 90.4 
3 (y—1) 
= 1<y<3 
2 o=] 8 x 
0 其 他 
30 
之 29 
3 a Z= 
0 y=29 
1 25x 
——<y<9 
4. fy(y=IVry 4 
0 其 他 
习题 8-1 
i 
L, #= 48 
2. (1) (2) 
Y 
0 1 0 1 
x x 
0 36 12 12 12 
49 49 42 42 
1 12 2. 12 Æ. 
49 49 42 42 
3 
8. <19 (2) 8° 
Y 
1 3 
X 
1 
0 0 
3 
š z 0 
3 
2 * 0 
1 
3 0 F 
5 


k (D =l (> TZ 


sanit ga o 


8 8 
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vw 
习题 8-2 
1 GD = 
* 24y 12 
s >” (2 — zx)d (2—z) 0 委 z 委 1 
(2) fw = |` mamawa || 5 x)dy 5 2 z< 
9 其 他 
| 24y 24 人 ， $) 
= (2—z)dr 2 0<y<1 
/rw =| ama |, 5 2 a Smg em ss 
其 他 


2. (1) c=12 一 人 人 一 
Tiree dy = 3e" r>0 
(3) fx(x) -=f fry)dy 一 4。 
= 0 m 
ka [ceza = sew y>0 
fO) = [| Jf a, y)dz = (0 
ü y= 
习题 8-3 
= 1 N A 
1. a= 18 ‚b= 5 
5 2 
2. 99 
“3. (1) X 与 了 相互 独立 
3y? 0<y<1 
(2) frx lylo) = š 
Jfvix(ylz l 其 他 
2z 0<x<1 
Arclo- 人 o 其 他 
"E 1-0. 8 
a 一 3z z>0 
5. (1) fx(z)=] 3 
0 z<0 
oy 
ye gen 
m= 
fry l y0 


(2) X 与 了 相互 不 独立 


E 2 
(ge 


228 ”大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 


L = 
习题 8-4 
J. GB Z | 0 1 2 4 (2) z | 0 1 2 
11 1 2 4 1 9 8 
b T 38 38 18 P 18 18 18 


UL 0< 
2. f.(z)= 4 (e—1)e%* z> 
0 z<0 


S e` (z—2) z>2 
3. so- 


习题 9-1 


1. 1.2,3.6,1.4 
2. 30. 401 


习题 9-2 
1. 0.6,0. 46 

2. n=10,p=0.8 

3. 1 一 1 

4. 9,53 

5. 8.868721. 42 

6. 3500 

习题 9-4 

1. 0.211 

2. 0.348 

习题 10-2 

1. à&=3X 

2. 最 大 似 然 估计 值 和 和 矩 估 计 值 均 为 j= 


3. 0 的 矩 估 计量 为 6 一 一,b 的 最 大 似 然 估 计量 为 0= X 


2 29 m s s 
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A) 名 ,pez ,fs 都 是 jp 的 无 偏 估计 量 (2) pes 较为 有 效 

(1) (5.608,6.392) (2) (5.558,6.442) 

(405. 04,430. 96) 

(117. 24,942. 98) 

上 的 置信 区 间 为 (6. 661,6. 667, a? 的 置信 区 间 为 (3. 8X107°,5. 06X107) 


习题 10-3 


1. 拒绝 H。 
2. 拒绝 H。 
3. 接受 H, 
4. 
5 
6 


接受 Ho 


. 接受 Ho 
. 拒绝 H, 


